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AVIS. 

Ce Fblume faii partie du Cours élémentaire de Ma- 
thématiques pures , de M. léacroix^ Cours qui comprend 
'^Arithmétique > l'Algèbre, la Géométrie, la Trigono- 
métrie rectiligne et sphérique, ainsi que /'Application 
de l'Algèbre à la Géométrie. On troui^era dans les 
Essais sur l'Enseignement y du même Auteur j^ l^ Analyse 
de chetcune de ces parties ^ auxquelles font suite j le 
Complément des Élémens de Géométrie [ou Élémens de 
Géométrie descriptive] , le Complément des Élémens 
d'Algèbre , le Traité élémentaire de Calcul différentiel et 
de Calcul intégral , et le Traité élémentaire du Calcul 
des Probabilités. 
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AVIS DU LIBIIAIRE. 

V auteur dé Cês Élémensj ayant réuni danê ses Essais 
surrl'Ënsefgnement^ |(éDéral> «t sur celui des Mathé- 
matiques en particulier ,tùut cequ^il ai^ak icrït sur la 
W^Àaphysiqùe dé ces Sciences j a fait entrer dans ce 
dernier Ouprage^ et avec des augmentations ^ les Dis- 
cours qu* on trouvait à la tétf du premier j sous le titre 
de Réflexions sur l'ordre à suivre dans les Élémens de 
Géométrie y sur la manière de les écrire , et sur la mé- 
thode en Mathématiques. Ces divers morceaux font 
maintenant parUe d'un corps complet de remarques sur 
toutes les branches de l'Enseignement des Mathéma^ 
tiques élémentaires. 

On peut joindre aux Élémens de Géométrie leur 
G>mplémenty ayant aussi pour titre : Essais de Géo- 
métrie sur les plans et les torfaceè' coûrhçs (ou Élémens 
de Géométrie descriptii^e)^ 6* édition qui se troupe chest 
le même Libraire, 



Tout Exemplaire du présent Traité qui ne porterait 
pasj comme ci-dessous, les signatures de F Auteur et 
du Libraire , sera contrefait. Les mesures nécessmres 
seront prises pour atteindre , conformément à la Loi:, 
les fabricateurs et les débitons de ces Exemplaires. 
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UNIVERSITY 
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SvpyLiMSNT au Traité d'Arithmétique, pag. xxxij 

Anicléfl concernant le toisé, xxkix 

Notions générales sur l'étendue, i 

I. L^espace que les corps occupent a trttîs dimensions , longueur , 

largeur et profondeur f ou épaisseur. 
Les limites des corps sont des surfaces, et n'ont «jue deux dim'en* 

sions, longueur et largeur. 
Les limites des surfaces , ou leurs rencontres mutuelles , sont des 

lignes, et n'ont qu'une seule dimension /'/ôn^ueur^ 
Les .limites des lignes, ou lenrs rencontres mutuelles, sont de» 

points y qui n'ont aucune dimension, ihid. 

9. La ligne droite est le plus court chemin pour aller d'nn point \ 

un autre, 
Une lig«e droite est déterminée par denx points, et ne peut se 

prolonger au-delà que d^une seule manière , 
Le plan est une surface ài laquelle on peutappliqner une ligne droite 

dans tous les sens , 9 

P R E M I È R È P A R T I E. 

SECTION PREMIÈRE. 

Des propriétés des lignes droites et cirtùlaires, 3 

Définitions et notions préliminaires , 

3. On ne considère, dans les Élémens de Gcomëtric, que deux 
espèces de lignes, saroir , la ligne droite et la ligne circulaire 
dont tous les* points, situés sur le m^me plan^ sont également 
éloignés d'un autre point, pris dans câplan', et qu'on nomme le 
centre , 

Les droites qui mesurent la distance dfes-points quelconques de lli 
circonférence à son. centre, sont les rayons du cercle , 

Une partie quelconque de sa circonférence se nomme are. 

On entend par cercle la portion du plan terminée de toutes paris 
par la ligne circulaire , 

Pour trouver tous les poinu qui «ont à une distance donnée d'un 
point donné, il faut décrire de ce dernier, ccnnme centre, et 
avec un rayon égal à la distance donnée , une circonférenee de 
cercle , iMd* 

4.' Mesurer la distance de deux points on H longueur d'une droite, 
c'est chercher combien dû fois cette droite en contient une .intpr 
prise pour unité , • 
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En gën«^l^ mesurer une ligne par une autre, c^esc chercher le 
rapport de ces deux lignes ^ ou chercher s*il n^y a pas une ligne 
pins petite qui soit contenue un nombre exact de fois dan» 
Tune et dans l'autre , et qui par conséquent soit la communie 
mesure des deux , ^ 

5. Problème. Deux droites étant données , trourer leur commune 
mesure y on an moins le rapport approché de Tune à l'autre, iétW. 

6. Une droite n'en peut rencontrer une autre qu'en un seul point, 5 

7. L'espace indéfini compris entre deux droites qui se coupent en un 
point, et qu'on peut concevoir prolongées autant qu'on le voudra, 
se nomme angle ^ 

Le point ob se rencontrent les lignes ou les cStés qui forment 
l'angle, se nomme sommet^ thid^ 

8. Deux angles sont égaux lorsqu'étant posés l'un sur l'autre , ils se 
. recouvrent parfaitement , 

Il n'est pas nécessaire , pour que l'égalité ait lieu , que les côtés d'un 
angle aient la même longueur que ceux de Tautre ^ il suffît seu- 
lement qu'ils se recouvrent dans la partie qui leur est com- 
mune , G 

p. La position respective de deux droites dépend de l'angle qu'elle» 
font entre elles, 

Une ligne est perpendiculaire sur une autre quand elle fait avec 

, cette autre deux angles égaux , 

La perpendiculaire ne penche vers aucun c6té dç la droite qn'elle 
rencontre , 

Les angles qu'elles forment sont nommés angles droits , 

Tout angle moindre qu'un droit , se nomme angle aigu , 

Tout angle plus grand qu'un droit , se nomme angle obtus. 

Tous les angles droits sont égaux , ibid, 

vo. La somme de tous les angles qu^on peut faire du même côté 
d'une droite et autour d'un de ses points pris pour sommet, équi- 
vaut toujpnrs h deux droits , en quelque nombre que soient ces 
angles, 7 

ii> Lorsqu^nne droite tonahe sur nne autre, elle fait avec cette 
autre deux angles qui , réunis , valent denx droits. 

Deux droites qui se coupent foria<mt aatonr de leur point de.ren- 
contre quatre angles qm sont opposés par /e sommet deux h 
denx , ibid. 

ia. Théorème». Les atigles. opposés par le sommet sont égaux, S 

tX Corollaire. Deux peipendicnlaires fonnent entre elles quatre 
angles droits ,. 

La aomme de tou& les angles qu'on peut former autour d'un point 
ne vaut jamais que quatre droits , ibid. 

%^, On ne peut enti^rmer un espace par nn nomUrc de dfoito& 
joindre que trois, cet espace se nomme triangle % ibitK 
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)5. keWidrques, La somme de deux câté« qoelcon^att d^an triAoglt 

snrpasse toujoars le troisième / 
Si Ton prend dancrintëriear d^un ttlangle an point quelconque v et 

qu'on tire des droites de ce point à deux angles du triangle , la 

somme de ces droites sera moindre que celle des deîiz côtes du 
' triangle qui les enveloppent , 
On distingue six choses dans un triangle, savoir, trois an^es et trois 

cArés, 
Il y a entre ces six choses des relations nëcessairés, S) 

i6. Théorème, Lorsque deux triangles ont Un angle ^gal compris 

lentre deux côtés égaux , chacun à chacun , Ils sont égaux dans 

tontes leurs parties , ' tbid, 

r*]. Corollaire, Un triangle est entièrement déterminé par l'un de 

ves angles et les deux côtés qui le comprennent , lo 

18. Hiéorème. Lorsque deux triangles ont, chacun à chacun, un côté 
égal adjacent à deux augles égaux, ces triangles «ont égaux daps 

. toutes leurs parties. ' ii 

19. Théorème, Si deux côtés^d'un triangle sont respectivement, égaux 
à deux côtés d'un avtre triangle , et que l'angle compris entre le.) 
deux premiers soit moindre que l'angle compris entre les deiix 
derniers , le cô^é oppo8« au pins petit de ces deux angles sera moin- 
dre que le côté opposé à l'antre , ibid, 

%.o. Corollaire, Deux triangles dont les trois côtés sont égaux, chacun 
à chacun, sont égaux dans toutes leurs parties, 1% 

)i . Problème, Les trois côtés d'un triangle étant donnés séparément 
décrire le triangle, i3 

^% Remarques, Pour qu^on puisse former un triangle avec troi^ 
lignes données, il faut que la somme de deux quelconques de ces 
droites soit, plus grande que la troisième , ibiâ, 

^3. Problème, Par un point donné', pris sur une ligne donnée, faire 
un angle qui soit égal à un angle donné, 14 

^4[. Problème, Ud triangle étant donné, en construire un autre qui 
lui Soit égal ,~en employant à la construction dé ce dernier un 
angle du premier et les deux côtés qui le comprennent , ibicL, 

a5. Problème, Un triangle étant donné, en construire un autre qui 
lui soit égal , en employant h. la construction de ce dernier un côté 
du preniicrr et les deux angles adjacena, i5 

Des lignes perpendiculaires et des obliques , 1 5 

36. Thèorèfne, Les. Kgnes qui partent d'un point quelconque de la 
perpendiculaire, et qui s'écartent également de son pied, sont 
«gales , et ceMes qui s'en écartent le phusont les. pins longues; ibid, 

Vi, i"" Corollaire, Deux ohliques qui sont égales tombent néces- 
sairement de dilSBrens .c4tés de la peipendienlaire , mais i égaU 
dittnies desonpiody l€ 
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a8* 3[« Çorotlflire. La peipencliçiUairoest |a p|ns connç 4e toatesk» 
lignes que î^on peut mener d'un point à une ligne donnée,^ lorà* 
qu'elle tombe sur le i^ilieu de cette droite , elle a tous ses point» 
. & égale distance des deux extrémités , et tous les points pris hors 
de la perpendiculaire sqnt ine'galement éloignés de ces extr^ 
mités. D'un point à une droite, on ne saurait tirer trois droites 
éçales^ , . * ' . }^ 

39. Problème, Mener sur une ligne donnée une perpendiculaire qui 
la partage en depx parties égales , .. ^7 

3o. Problème* Par un .poin( donné sur une droite , élever une per- 
pendiculaire à. cette ^i^roi te, f^^^' 

3i. Problème. Par un point donné pris hors d'une droite^ abaisser 

, une perpendiculaire, sur. cette drojte, ift 

3». Théorème* D'un point pris hors d'upe droite, on ne peut abaisse» 
sur cette droite q^u'une,seule,perpendiculaii>'e.- La mémecbose a lien 
pour tout point pris sur la ligne dQnuee,. , .,*^f^* 

33. !«'• Corollaire, Deux droites perpendiculaires à upe troisième ne 

se rencontrent; point, quelque prolongée^^ ^Vi'o» les suppose ^ soil 

. au-dessus, soit au^esso.q^ de cette flenij^fe, . ' n*^ 

3.4; a* Corollaire. Deux triangles (|ni ont chacun un angïe droit, 
sont égaux,, 1°., lorsque, leurs cô^té? respectiveipent, opposés aux 

. angles droits, ainsi qu'un de leurs autres angles , sont égaux ^ 
^^. lorsque, ^oucreI«8 c6tiés opposés aux , angles droitç , ila ont 
encore un côté égal , chacun à chacun , ibia. 

35. Remarques^ Le second cas de l'égalité qu'on a prouvé ci-4essu|^ 

;',pour les triangles qui ont un angle droit, ne convient-pas gje^né— 
rajement à tous les autres , , •. *0 

3Ç. Théorème. Lorsque deux côtés d'un triangle sont égaux, Jes 
angles opposés h ces côl^ssont égaux j et lorsç^u'ijs spnt. inégaux , 
le plus grand des .deux. est opposé, au plus grand angle, • ibidf 

37. Coro//«t>e. Si deux angles d'un triangle sont égaux entre çu;x, 
les côtés opposés à ces angles sont auçsi .égffPi^ ^nfrCjeux^ Le pl^^ 
|[raujl desdpux côtés est celui qui est opposé au pj[ns grand angle» 
Enfin quand les trois côtés d'un triangle sont égaux , 1 le? .^ois 
anglc^ le sont aussi , et réciproquement., -^ ^\ 

38. Les triangles dontfes côtés sont inégaux, se noTf^w^&ai^calène» ; 
ceux qui ont deux côtés égaux se nomment isocèles,, et (^ux donr 
les trois côtés sont égaux , se nomment équilatéraux , 'il 

Des lignes parallèles , • aa 

39. Deux drdites qui',- quoique situées dans un; même plan, ne se 
Tencontrént pas , son t diles parallèles entre elles , 

Deux perpend^cuiaires à une même droite sontdonc ^arailèlcsy i^. 

40. Remarque. Une droite étant perpendifeaicpve suc une «ntre , 
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tonte droite,^ sera oblicjue à celle-<:i, ctanc pi:olongée suffigan»* 
ment , rencontrera nécessairement la première, ai 

JYote oh. l'on propre cette proposition , a3 

4i* Théorème, Lors<}ne deux droites sont parallèles, toutes celles 
qui sont perpendiculaires sur IVne le sont en même, temps Ant 
l'autre, a4 

4a. Corollaire. Deux droites parallèles à une troisième sont paral- 
lèles entre elles , ibid, 

43. Théorème. Lorsque deux droites parallèles enfre elles spiit cou- 
pées par une troisième, le&. angles qu'elles font .avec cette der- 
nière, d'uu même côté, Pan en dehors, Paiitie en dedans , sont 
égaux entre eux, . , . a5 

44* Théorème. Si deux droites font avec une troisième , ei d'un 
même côté, par rapport à celle-ci, des angles égaux, l'on en 
dedans , l'autre en dehors , ces deux droites . sont parallèles- entre 
elles, . . ibid. 

4^. Remarques. On appelle sécante tonte droite qui coupe des paral- 
lèles. Les angfts situés dn ntême côcé de la sécante , et dont Ton* 
verture est tournée du même côté , se nomment angles eorresp&n- 
dans. Tous lés euigles dont Touverture est entre les parallèles , se 
nomment angles internes; ei on. appelle. .an^^/es externes cefUx 
dont. TouverlUire est en dehors. Les angle» qui sont dans une 
sit.uation opposée; tant par rapport k la sécante que pa» nppbrt 
aux parallèles, se p<^mment'<zA^/es a/têmej, !i6 

46. Théoritme* Lorsque deux parallèles sont coupées par une sécante , 
I*. Les angles correspondans sont égaux , 

^^. Les angles alternes internes sont égaux, 

3**. L^ angle^ al^roes .externes «ont égaux , . . • 

4^. l^es angles internes d'un .même côté forment deux angles 

droits, • • . 

5?. Les augles externes d'un même côté forment deux angles droits , 
6**. Lorsque .Tune quelconque de ces propriétés r. lieu , les droites 

sont nécessairement parallèles , . ihid* 

47. Corollaire. J)eux droites respectivemebt perpendiculaires i 

, deux autres droites qui sf». coppent^ doirent nécessaufement =se 
rencontrer, . 99 

48. Problème. Par un point donné, mener une droite parallèle & 
. une droite donnée , ibid» 

49. Problème. Paruii point donné pris faoxs d'une droite,' en mener 
une, autiie qui fasse avec la première un angk égal & un angle 

, donner, ihid. 

50. Théorème. Les angles qui ont les côtés parallèles ot l'ovrertore 
placée dans le même sens ,' sont égaux , 3o 

5i. 7%eoré|fie* Les.trois angletd'un triangle réunis valent toujour» 
dei^x angles droits , i/W/// 
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iV. S, Vîkii^ecxtérUutà^MR triangle v^at à lai seul les detrx angles 
întérieun o^pos^ , 3i 

5à. Corollaire. Quandcleux angles d^an triangle sont respcecivcmen( 
égaux & deux angles d^un autre (rîangle, le troisième angle de Tunl 
est égal au troisième angle de^*^autre , 

Un triangle ne peut avoir qu'un seul angle droit , et à plas forte 
raison qu^un seul angle obtus . ibid, 

53. On nomme triangle rectangle celui qui a un angle droite 
acutangle celui qui ii'a que des angles aigus , et obtusangle ceint 
qui a un angle obtus. Les deux dernières espèces s'ont comprises 
sons la dénomination de triangles obliquangles. Dans le triangle 
équilate'ral , dont toas les angles sont égaux, chaque angle est les 
deux tiers d'un droit , . ibid- 

54* JThéo rente. Les partTes de parallèles interceptées entre parallèles 
tout égales, et réciproquement , ibid. 

55. Corollaire, Deux parallèles sont partout également éloignées 
Tune de l'autre ,- 3a 

56. Tkéorème. Si deux droites quelconques sont^conpéc» par uiJy 
nombre quelconque de parallèles menées par des points pris h ^ 
des distances égales sur la première , les parties' de la seconde se- 
ront aussi égales entre el|es , ibid. 

57* Corollaire. Un nombre quelconque de parties de la première 
droite est à Un pareil nombre de parties de la seconde , comme 
la première droite entière est à la seconde entière, 33 

58. Théorème. Trois parallèles coupent toujours deux droites quel» 
conques en parties proportionndUes , ibid. 

JVote sur les rapports incommensurables , 35 

59. I *"' Corollaire. Si on mène dans un triangle une droite para|]èl<^ 
h Fun des c6tés , les deux autres c6té6 seront coupés en parties 
proportionnelles par cette droite , ibid. 

60. a* Corollaire. Réciproquement lorsqu'une droite coupe deux 
câtés d'un triangle en parties proportionnelles , elle est parallèle 
au troisième , 36 

61. 3* Corollaire. La droite qui divise en deux parties égales l'un des 
angles d'un triangle quelconque , partage le côté opposé en deux 
segmens proportionnels aux côtés adjacens , ibid. 

(h. Problème. Trouver une quatrième proportionnelle à trois lignés 
données , 37 

63. Deux triangles sont semblables lorsque les angles de l'on son» 
égaux aux angles de l'autre, et que les côtés qui, dans l'un et 
dans l'autre , sont opposés à des angles égaux , et que , pour cette 
raison on nomme côtés homologues , sont proportionnels. L'une v 
de ces conditions entraîne toujours l'autre , ' ibid. 

64- ThèorènM. Lorsque deux triangles ont leurs angles égaux, cbacin> 
k chacun , leurs côtés homologues sont proportionnels , et- cec 
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- triangles sont par conséquent semblables , '38 

Ck5. Corollaire, Deux triangles sont semUablei, i?. lomju^ils ont 

seulement deux angles e'gaox chacun à chacun^ a^. lorsque leurs 

côtés sont respectivement parallèles j 3^. loiscjoe leurs côtés sont 

respectivement perpendiculaires , • ibid. 

66. Théorème. Deux triangles sontsemblables lorsqu'ils ont un angle 
égal, chacun à chacun , compris entre des côtés proportionnels , 4" 

67. Théorème. Deux triangles qui ont les côtés proportionnds , cha- 
cun à chacun , sont .seI^blabies , - 4' 

&. Problème. Construire sur une droite donnée un triangle sem- 
blable à un triangle donné , ibid* 

69. Théorème. Tant de lignes qu'on voudra , menées par un m^mç 
point, et rencontrées par deux parallèles, sont coupées par ces 
parallèles en^parties proportionnelles, et les coupent aussi en par- 
ties proportionnelles , 4'^ 

70. Problème. Diviser une droite donnée de la même manière qn'ilbe 
autre est divisée, 4^ 

71. Remarque. Autre solution de la même question, 44 
7a. i«r Corollaire. Division d'une droite en parties égales, 4^ 

73. a» Corollaire. Construction des échelles , ibid' 

74. Théorème. Si , de l'angle droitd'un triangle rectangle , on abaisse 
une perpendiculaire sur le côté opposé , qu'on nomme hypoténuse , 
I °. cette perpendiculaire partagera le tdangle en deux autres qui 
lui seront semblables , et qui le seront par conséquent entre eux ; 
a®, elledivisera l'hypoténuse en deux parties ou se^men^ tels, que^ 

• chaque côté de Tangle droit «era moyen proportionnel entre le 
segment qui lui est adjacent et l'hypoténuse entière $ 3®. la per- 
pendiculaire sera moyenne proportionnelle entre les deux seg- 
mens de l'hypoténuse , ' • 4? 

j5.- Corollaire. La seconde puissance du nombre qui exprime lalon- 
gueur de l'hypoténuse est égale à la somme des secondes puissances 
des nombres qui expriment les longueurs des deux autres côtés, 4^ 

76. Théorème. Les trois côtés d'un ti'iangle quelconque étant rap- 
portés à une. mesure commune , et exprimés par conséquent ep 
nombres , si, de l'extrémité de l^un quelconque de ces côtés , on 
abaisse une perpendiculaire sur l'un des deux antres, la seconde 
puissance du premier sera égale à la somme des secondes puis- 
sances des derniers , moins deux fois le produit du côté sur lequel 
tombe la perpendiculaire, par la dbtance de cette perpendiculaire 
à l'angle opposé an premier côté, si cet angle es( aigu , et plus 
deux fois le même produit , si cet angle est obtus , 49 

77. Corollaire. Un triangle est acutangle , rectangle on obtusangle, 
selon que la seconde puissance du plus grand de ses cô^és est 
moindre que la somme des secondes poiisances des deux autres 
côtés , l'égale ou la surpasse, ^> 
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Des polygones , 5i 

^8. Les surfaces planes teinûnëes par Qn assemblage qnelconcpie de 

lignes droites , se nomment poljrgonei , 
Le pins simple de tons est le triangle ; lés polygones de quatre côtes 

se nomment en général quadrilatères y de cinq pentagoncis , de 

six hexagones , de sept eptagones , de huit octogones , de 

neuf erinéagones , de dix décagones , de douze dodécagones , 

de quinze pentédécUgones , 
Les angles dont Touyerture est en dedans du polygone . sont des 

angles saillans , ceux dont Touyerture est en dehors se nomment 

angles rentrans. 
Les lignes tirées des angles du polygone, qai ne sont pasadjacens au 

même cdlé, se nomment diagonales, ibid, 

79. Le polygone de quatre côtés , dont les côtés opposés sont paral- 
lèles , est un parallélogramme , 

' I®. Chaque diagonale partage le parallélogramme en deux triangles 

égaux , 
a**. Les côtés opposés d^nn parallélogramme sont respectivement 

égaux, 
3^. Si les côtés opposés d'une figure de quatre côtés sont. égaux, on 

bien si deux côtés opposés sont égaux et parallèles , cette figure 

est nn paralléio^amme , Sa. 

80. Théorème, Les deux diagonales dMn parallélogramme se coupent 
mutuellement en deux parties égales , 53 

81. Théorème, En joignant l'un des angles d'un polygone h tous 
les autres, on partage ce polygone en un nombre de triangles égal 
à celui de ses côtés, diminué de deux nnités , ihid» 

8a. CoroUaire. La somme de tous les angles intérieurs d'un polygone 
vaut autant de fois deux droits qu'il a de côtés moins deux , 54 

83. Théorème, Si l'on prolonge dans le même sens tous les côtés 
d'un polygone qui n'a point d'angles rentrans, la somme des 
«ngles extérieurs est égale à quatre droits , quel que soit d'ailleurs 
le nombre des côtés, du polygone , ibid* 

84* Remarque. Deux polygones sont égaux lorsqu'ils sont com* 
posés d'un même nombre de triangles égaux et semblablement 
tlisposés, 55 

85. Théorème. Lorsqu'onxonnaU tous les' côtés d'un polygone , à 
l'exception d'un seul, et qu'on connaît aussi les angles dompris 
entré les côtés donnés, le polygone est déterminé et peut être 
construit , . ibid, 

86. Remarque, Pour déterminer un polygone d'*un nombre N de 
côtés, il faut a iV— 3 choses données , parmi lesquelles les angles 
ne doivent compter que pour iV — i données , ihid. 

87* On nomme polfgorms semblables ceux dont les angles sont 
égaux , et dont les côtés homologues sont proportionnels , 56 
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68. Thé&rêfne. Deux polygones composes d^an même nombre dé 
triantes «emblables , cbacnnà cbacnn, et semblablemem disposas 
ont leurs angles egaax, chacun à cbacun, leurs c6tés homologues 
propottionnels , et sont par conséquent semblables , 56 

89. Z^'oréTwe. Lorsque deux polygones sont semblables , Us sont 
composas d'un même nbinbrede triangles semblables, chacun & 
chacun , et semblablement disposes, 5» 

f)fo. Problème, Construire, sur une ligne donnée, un polygone sem- 
blable à un polygone donne , -58 

gt. Remarque. Autre manière de partager des polygones en trian- 
gles , ibid. 

Note sur Part de lever des plaùs , 5q 

ga- Théorème. Si Ton tire dans deux polygones semblableé , deux 
droites qui soient semblablement placées dans Tun et dans 
l'autre, elles seront proponionnelles aux côtes homologues des 

* polygones, ihid. 

93. Théorème» Les contours de deux polygones semblables sont 
entre eux comme les côt^s homologues de ces polygones, 60 

De la ligne droite et du cercle , 61 

94. Une droite ex un cercle ne peuvent se ciliper en plus 4e deux 
poinu , 

Toute droite qui coupe la circonférence du cercle et qui c»t pro* 

longe'e au dehors « se nomme sécante, 
La partie de cette ^droite comprise dans le cercle, se nomme corde , ib. 

95. La corde qui passe par lesextrcmite's d'un arc, ou qui le soutend, 
est dite sa corde , 

La^ même corde appartient & deux arcs, qui , re'unis , forment la 
circonférence entière , ibid. 

96. Lorsqu'une corde passe par le centre du cercle , on lui donné le 
liom de diamètre , 

Tous les diamètres d'un cercle sont égaux, entre eux , • 

Le diamètre est la plus grande dés droites qu'on peut tirer dans la 
circonférence du cercle, ibid, 

97. Le diamètre partage la circonférence en deux parties égales, 
Deux cercles décrits d'un même rayon sont égaux , ^ ibid^ 
98.' Théorème. Si l'on porte un arc quelconque de ceide sur un autre 

arc du même cercle ou d'on cercle décrit du même rayon que le 
premier, de manière que deux points quelconques de l'on des 
arcs tombent sur l'autre^ et que les convexités soient tournées du 
même côté, le plus petit de ces arcs se confondra dans toute son 
.étendue avec le plus grand, . 6a 

iVbte fifur cette propriété .du Cfçrcle, qui lui est commune avec la 
ligne droite , et qui prouve la similitude de toiiteis «es parties ou 
l'uniformité de sa courbure , ihid. 
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99. Corollaire. Dans on même cercle ou dans deux cercles d^^rits 
du même rayon , les arcs dont les cordes sont égales , sont égattx 
]orsc{u''ils sont de même espèce y c'est-à-dire tous moindres que la 

; demi-circonfërence , ou tons plus grands j et réciproquement 
qnand les arcs sont égaux , les cordes sont égales, 62 

100. Théprème, Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, le 
plus grand arc a la plus grande corde , et réci{)roquement ^ ppurvu 
toutefois que les arcs que Ton compare soient moindres que la 
demi-circonférence, 63 

loi. Problème* Deux arcs du même cercle ou de cercles égaux étant 
donnés, trouver le rapport de leurs longueurs , ibid^ 

lOQ. Remarque. La droite qui n'a qu'un point de commun avec le 
cercle , ou qui ne fait que le toucher , se nomme tangente, .64 

io3. Théorème, La perpendiculaire menée par un point de la. cir- 
conférence du cercle, sur le rayon qui passe par ce point , est 
tangente au cercle ; et réciproquement la tangente , à un poinr 
quelconque de la circonférence , est perpendiculaire à- l'extrémité 
du rayon mené par ce point, 65 

io4' Corollaire. On mène une tangente à un point donné de la cir- 
conférence du cercle , en élevant une perpendiculaire à l'extrémité 
du rayon qui passe par ce point , ibid- 

itiS. Théorème. Tofte droite élevée perpendiculairement sur le 
milieu d'une corde, passe par le centre du cercle et par le milieu 
de l'arc soutendu par cette corde , 66 

106. !«»• Corollaire. Le milieu d'une corde , le centre du cercle et 
le inilieu de l'arc soutendu par la corde , étant en ligne droite , 
dès qu'Anne droite passe par deux de ces points , elle passe néces^ 
sairement par le troisième , - 

Toute perpendiculaire abaissée du centre ou du milieu de Parc, sur 
la corde , tombera sur le!^ milieu de cette droite , ibid. 

107. 2» Corollaire. Vont diviser un arc en deux parties égales, il 
suffit d'élever une perpendiculaire sur le milieu de la corde qui 
soutftid cet arc , ihid. 

108. TTiéorème. Les arcs interceptés dans un même cercle entre deux 
cordes parallèbs , ou entre une tangente et une corde parallèles , 
sont égaux, 67 

10^. Théorème. Si des sommets de deux angles , on décrit deux arcs 
de cercle du même rayon , le rapport dès arcs compris entre les 
côtés de chaque angle, sera le même que celui de ces angles , i^/Vf. 

1 10. i«r Corollaire. Le rapport des arcs étant le même que celui des 
angles, il s'ensuit que lamesured'un angle est l'arc de cercle com- 
pris entre ses côtés, et décrit de son sommet comme centre, 6g 

II 1.2» CoroZ/aire.Lesdroites qui divisent un arc en plusieurs parties 
égales, divisent aussi dans un même nombre de partie? égales 
J'angleque mesure cet arc, 70 
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lia. néorème. honqtk'nnoxi^Us » «on sommet placé. à la circoo- 
féreoced'uh cercle , il a pour mesure la moitié de Tare compris 
cotre ses c6tës , 71 

1 13. i«r Corollaire, L^aagle formé par une corde et par le pruloiH 
gement d^une antre corde , a pour mesure la moitié de la somme 
des arcs scuutendus par ces cordent » en dehors de Fangle qu'eUe» 
forment, ^a 

1 14- 2' Corollaire* i®. Tous les ang^s qui ont leur sommet placé h 

la circonférence /et s^aj^uient sur le même arc , sont égaux, 
d'*.L^angIe dont le sommet est sur la circonférence , et dont les côtés 
passent par leb extrémités d'un diamètre , est droit , ' ^3 

iiS. TTtéorèfne. L>ngle do^t le sommet est placé dans le cercle» 
entre le centre et la circonférence, a pour mesure la moitié de 
Tare compris, entre ses c6tés, plus, la moitié de Parc oomipris entre 
leurs prolongemens , . iàid, 

116. Théorème, L'angle dont le sommet est placé hors du cercle, a 
pour mesure la moitié de la difiPérence des arcs compris entre 
ses côtés , et dont Pun tourne sa concavité vers le sommet, et 
l'autre sa convexité , . ^^ 

I ij. Problème» Élever une perpendiculaire à l'extrémité d'une ligne 
droite sans la prolonger , ibid. 

1 18. Problème. D'un point donné hors d'un cercle , mener une tan- 
gente h ce cercle , ibid, 
219. Problème, Pat trois points qui ne sont pas en ligne droite, 
faire passer une circonférence de cercle , 7^ 
130. i^** Corollaire^ Par trois points donnés on ne pent faire 

passer qu'une seule circonférence de cercle , 
La jquestiou devient insoluble quand les trois points sont en ligne 
droite , ibid. 

191. a« Corollaire. Deux cercles ne peuvent avoir trois points com- 
muns sans se confondre , et ne sauraient par conséquent se rcn- 
conti-er «n plus de deux points, ffi 

laa. Théorème. Deux cercles qui passent par un même point de la 
droite qui joint leurs centres, n'ont que ce point de coramuo , 
^ans lequel ils se touchent par coQ^uent; et réciproquement si 
deux cercles se touchent, leurs centres et le point de contact sont 
. en ligne droite , ibid. 

123. Remarques. Conditions qui doivent avoir lieu pour que denx 

cercles se cQupent , 

La perpendiculaire élevée par le point de contac^de deux cercle», 

sur la ligne qui [oint leurs centres , touche en même temps ces 

deux cercles , 

Entre un cercle et sa tangente, on ne pent mener aécmie droite^ 

mais on peut j foire passer nue infinité de cercles. difierens , 7'7 

IVote sur l'angle de contingence * . 7^ 



xvj TABLE; 

i»4. Problème. Décrire un cercle qui toudhe en iiii point dôniié , 
une droite donnée de pocition , et ^i paske par un second point 
donné , 78 

laS. Problème.jyéctïre tin cercle qui toucfae en un point donné, un 
autre cercle donné, et qui passe par un second point donné , ^9 

126. Problème. Décrire sur une ligne donnée, un cercle tel, que tous 
les angles ayant leur sommet à sa. circonférence , et «'appuyant 
sur cette droite , soient ëgauï k un angle' donné, ou décrire un 
jegrmeitt de cercle «tfpa6/e d'un angle donné, ibid. 

137. Théorème. Deux sécantes qui partent d'un même point pris 
hors du cercle , étant prolongées Jusqu'à la partie de la circonfé- 
rence la plus éloignée de ce point , sont réciproquement propor- 
tionnelles & leurs parties extérieures , 80 

ia8. Remarque. La tangente est moyenne proportionnelle entre la 
sécante et sa partie extérieure , 

Démonstration de cette proposition à priori , ibid. 

lag. Théorème. Deux cordes qui se rencontrent dans un cercle , se 
coupent en parties réciproquement proportionnelles, ' 81 

jy. B. Enoncé commun au théorème ci-dessus et à celui duno 127 : 

Lorsque deux droites qui ëe coupent , rencontrent en même temps 
une circonférence de cercle , chacune en deux points , les dis' 
tances de leur point d'interëectfon h chacun de ceux où elles 
rencontrent cette circonférence , sont réciproquement propor- 
tionnelles, Sa 

i3o. Coro//aire. La perpendiculaire élevée sur tin diamètre, et ter- 
minée à la circonférence, est moyenne proportionnelle entre les 
deux segmens du diamètre^ ibid. 

Comment on trouve uiie moyenne proportionnelle entre deux 

, lignes données , : v ibid. 

i3i. Remarque, Démonstration de la proposition précédente, tirée 
du triangle rectangle , 

La corde menée par l'extrémilc du diamètre , est mo^^enne propor- 
tionnelle entre le diamètre et le segment formé par la perpen* 
diculaire abaissée de l'autre extrémité de cette corde , 

Autre manière de trouver une moyenne proportionnelle entre deux 
lignes données , ibid. 

i3a. Problème. Partager une ligne en moyenne et extrême raison, 
c'est-'indire , de manière que la plors grande des deux parties soit 
moyenne proportionnelle entre la ligne entière et l'autre partie , 83 

133. Problème. IJécrire^un cercle qui passe pat deux points donnés, 
-et qui toucha une ligne droite indéfinie donnée de position ^ B4 

Note sur les diverses solutions dont ce problème et le précédent 
sont susceptibles , ' ibia, 

134. Théorème. Lorsque des cordes partent de la même extrémilc 
4^inn diamètre, les secondes puissances de leurs longueurs sont pro* 
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II. Lonqa'dn multiplie mi nombre pat Iai-«iéait, bé fonneiM 
àeconde puissance on ion quarré : 5 X 5, on aS» est la aecondm 
t>aisiaiice de 5 ^ ou le qnarrë de 5. 

La seconde puissance est donc le pirodtlitxle deux facteurs éganz ; 
ciiacan de ces facteurs est la racine quarirce dd produit : $ est la 
racine qnarrée de 35. 

Si Ton multiplie la seconde puissance par «a racine^ on a la tiroi^ 
sième puissance oii le cube : 5X35» on laS, est la troisième puis- 
sance de 5. 

La trciisîèiiié pnislancé eHl ùii produit fona^ par k mnltiplietffkM 
de trois facteurs ëgaux ; chacun de ces facteurs est la racine cubique 
de ce produit : 1^5 est le produit' de B iunltfplië deux fois par lui- 
même , ou 5 X 5 X 5 ; et 5 est la racine cubique de ia5. 

En géne'ral^ A*y éunt Tabrénation dé A xAm >ndiqi|« la sf- 
ëonde puissance ou le quarré de A» 

l^w^df indique la racine quarrëe dé ^ on lemrmbte qùiVvmiti- 
plié par lui-même» produirait le nombre qae représente A> 
. A^, éunt rabr^nation AûAXAX'^9 tndîqu/e U irpiaiène puis- 
sance ou le cube de ^ 

3 — . 
\/A indique la racine cuJiiqiie de ^ ou le nombre qui, mni- 

tîplic deux fois parJui-même, produirait le nombre A. 

Tons les nombres ne sont pas des qùairés ou des cubés pariaiis, 
c^est-à-dire » n^ont pas des racines qiiarrées ou cubiques qu'on 
puisse exprimer exactement : 19, par exemple, se trouvant entre j6, 
qiit est le quarré de 4» ^^ ^^ > ^ùi est !é qiîarre de 5, a pour racine 
tin noinbre coînpris entre 4 ^ï 5 , mais qù^on né saurait assigner 
exactement, même avec le secours des fractions : c^est un incofn- 
^ensurable. 

D« même, 89, se trouvant entk« 64^ qui est le éube ^e 4» et 
iaS, qui est celui de 5, a pour racine cubique un nombre cbip- 
pris entre 4 et 5, mais qn^on, ne saurait non plus assigner exacte- 
ment. On trouvera dans les Éléniens d'Algèbre^ des méthodes ponr 
approcher aussi pr^ qii W voudra des racines quarrèes et de* racines 
cubiques des nombres qui né sont pas des' qnatrës ou des cubc^ 
parfaits. 

(Les trois articles suit^ans doiuent être étudiés auanjL le. n^ 58. ) 

III. Lorsque deux proportions on t. un rapport commun , il est 
visible quW peut mettre en proportion lés denx nuireft rappcrcs, 
parce quUls sont égaux h celui qui est commnn. 

Si Ton a 

AiB.'.CiD, 

Géométrie, i^^ ^à\^\)n4 ' c 
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Lorsque deux proportions ont lès mêmes ante'ccdenSi on peut 
mettre les consëqiiên» en proportion j car sî on a 

--i ':"■'■ AiEzzCiF, 

en K^hàflgoanc Uft m6yeûi»-(le p)«ce, ce« ^ro{)orik>itt «ItfVMÎifflroiit 

il-. T' • ■ AiCz-^Bi A' * 

• A.CiiEtF, •• .— 

et oW étiieôndark ^- . • " 

BiDiiBiF, 
et quit revient à » Bi B'.z»DiF» ' 

; ■ ' i\ 

ÏEV. OtiJ)ettt faire ètacdre dans les propotti^s d^auties cliangemeiM 
que les transpositions de termes, qui ne tronbleat pas l'égaFilé du 
pçoduit des extrêmes avec celuj des moyens. 

1 °. Si an conséquent d^un rapport on ajouteson antécédent y et que 
Ton compare cette somme à Tan teçcdent, celui-ci y sera contenu une 
fois de plus qu'il ne l^e'lait daiis le premier conséquent j le nouveiin 
rapport sera donc e^âl au raîpport primitif auj^menlé de Tuniie. Si 
l'on fait la mcimc ppe'ration sur les deux rapports d'une proportion,; 
il en résultera évidemment deux nouveaux rapports égaux e^treeux \ 
e: par conséquent une nçtivclle proportion. 

Soit, par exemple, la proportion , < 

'"•■'■• '■ 4.:'6'::' la î 18; ' " V' 

otirtdrA' ' ! • - 

' 6 i-f: 4 î 4 •• ï^'H^' ï^ : i^? 

ou 

, ' , 10 : 4 2i.3o : 12. 

•j'. Si du conséquent d'un rapport on retranche l'antécédent, ei 
que l'on compare la" différence à l'aifitécédent, celui-ci y sera don- 
tenu Une fois de itloitis que dans le premier conscquenl : lé notiVeats 
rapport sera dortc égal an f apport primitif dîmînné doTuniié. Si on 
fait la même opération sur les deux rapports d'une proportion , il en 
résultera deux nouveaux rapports égaux entre eux , et par Conséqueni 
, une nouvelle proportion. • • *. 

De la proportion 

4 : r» ;: la : iS, 
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on dédaira ainsi 

— 4:4:: i8— la: la, ', 

ou . ' ■ , . 

»:4::6^:i2. 

Pour une proportion entre des grandeurs cpclconqucs , dcsignces 
par des lettres. 

on aura par les changemens ci-dessus , 

B-^AiAiiD + Ci C, 
B^AïAiiD^CxÇ, 

$i on change les moyens derpïace dans ces dénHères , il viendra 

B-^A : 1>-*-^::^: C, 
B — A'D^C'.iAiCi 

mats par le même changement , la proportion 

A.BiiCiD 
donne aussi 

AiCzzBi D, 

«t puisc[ue les rapports Ai Çf B z D sout égaux, on en conclura 

B'^Ai'.D'\-CiiÀ:Co\y'.'.B:D, 
B^Aiif^Çzi4''Ç<\^':B:D, 

rpstUtB,c fui 8,Vno.nce ainsi. : 

Dans une proportion quelconque la somme ou ta différence fîes 
deux premiers termes est à la somme ou à la différence des deux 
derniers f tomme lepfentierest au èroikiémé,ou dommê lédeuxième 
■ mst 4» quatrikme* 

Déplus, les deux rapporta Ai K^f^ B : f) étant commun» aux 
donx deniiièrcs proportions ci-<d«s«|i^ , il en résulte que les autres 
rapports des mêmes proportions sont eg^nx ««t que pajr conséquent 

B^A:DH*C-.:Bf^Aii)^C, 

ou, en changeant lesmpjensde place, 

B-^AiB'-AiiD'^ CiD^ Cj 

c^esi-à-<îire que la somme des deux, premier^ termes d*une propor^ 
lion est h leur différence^ comme la somme des deux derniers est 
h leur différence. ^ 

Par-exemple : 

64-4:6 — 4:: i8+ia: 18 —ta, 

ou •,..•• 

jo : a : : 3o : 6. 

Lorsque la proportion' A : B :: C: J) 
est changée en A:C:: B ; D, 
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AtiB sont lei antecedens y C et D les eonscqueii^ p et les propor- 

B'^A: D^ Cî: AiConx: BiD^ 

répôndelit i l^ënoncë snivant : 

La somme ou la différence tfes antéeédens d'une proportion est 
à la »otnme ou à la différence des conséquens, comme un antécédent 
est à son conséquent. 

On en déduit; la somme êtes antéeédens est a leur différente^ 
comme la somme des conséquèns est a leur différence. 

Si l'on a une suite de rapports égaux 

AiBii CiDu£>F, 

en ne considérant d^abord que les denxpremiets, qui forment la pff)^- 

portion 

*^ AiBuCiD, 

ern en tire, pat ce qui précède , 

A-i-CiB + DixAiB'y 
et puisque le troisième rapport E : F est égal au premier A : Jî\ 
Ou aura 

A -h Cl B-^ Dix El F. 

Si l'on prend la somme des antéeédens et celle des conséquent dans 
cette dernière proportion , il en résultera 

. A^C^E i B^D^FitE.FwiitAiB. 

En suivant la même marche , quel que fût le nombre des nippoHs 
égaux , on aurait en dernier -Keu : la somme d'un nombre quel-' 
€onqued*antécédehs est a la somme deleur^ conséquèns, comme 
>i|i antécédent est à son conséquent. 

V. Lorsqji'^on adeuxproportioUs quelconques 

AtBiiCiD, 
EzFiiGiH, 

et qu''on lai multiplie par ori/re 9 c''est-à-dîre terme & terme, les 
produits forment nnc proportion oîi l'on a 

AXE:£fXF::CX GîDxM. 

B ^ F f) ^ fi 

Gelacat évident; puisque les nouveaux rapports --, ^ ~ 

seront respectivement les produits des rapports primitifs 
B F D H 

<|Kisontigans. 
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Si Vom mnlliplM la preporiion 

par 

A: B:: CiD^ 
oa aara(U) 

d^oh il cuit que les quarrés de quatre quflttti^ §n pf portion for^ 
ment une nouuelU proportion. 
£a mttUipliamla proporHon 

^*' jiiBiiCiD^ 

on aura 

c'esc<4i-dir« que tes cubes de quatre qiUHUiti^ en preporiionfar* 
ment une nouveile proportion, 

( Les deux articles suiPans se rapportent au n^ 76. ) 

VI. On considère soirrcnt des grande^ d<(compos^ en plusieurs 
parties-, et on a besoin de les ajouter, de les soustraire, ou de les 
multiplier dans cet ëtat, c^cist-hniive de dîSterminer comment les 
résultats de ces opérations sont formés arec les parties des grandévrs 
proposées : voici quelques règles à ce sujet* ^ 

i'*, II est CTident que si Ton vent ajouter la pudeur B'^C tkv^ 
la grandeur ^, il faut écrire ji-^B-^Cf puisque ce tiVst nij^nt C 
qu^on se propose d*ajoiifier avec Af mw seuleuMut Vesioè^ de B 
sur C. 



D'ailleurs si l'on prend les droites JlfPtPiVet^iVpoiirrtpréieittar 
les grandeurs A y B et C, on verra que 

di**. Si de la grandeur A on voulait ôter la grandeur B-» C, il 
faudrait écrire A'-^C^B^ ou , ce qui est la même chose, A^B^ C- 

^n effet, la différence de deux grandeurs ne change pas lorsqu^on 
aionte h chacune la même grandeur ; or si l'on ajoute C \ 
B-^C, il viendra S > en faisant la même addition à la grandeur A, 
ou obtient A-i- C, et la soustraction de B donne alors A-h-C—B, 
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M ^ Q ^ 

La figure ci-dessus confirme ce résultat; car si on prend les droite» 
MJYy PNi PQ pour les grandeurs ^, Jî, C, on a 

QJY^PJY-^PQ, 
M2Y^Q]}r=MQ = MP^PQi 

et puisque MP = i>/iV — PJV, il viendra 

MP-JhPQ==MJV'^P2V'k'PQf 

r^^snltat qui repond h -<^ — B •+ C 

3*. Le produit de la grandeur A par la grandeur B + C^ est 
exprimé par Ay^B-^AxC'^ car il doit renfermer autant de foi» 
le nombre A qu'il y a d'uni i<fs dans la somme des nombres B 
et C, et dcût par conséquent être composé de A pris autant de 
fois qu^il y a d'unités dans B, plus de A pris autant de fois qu'il 
y a d'unités dans C, ce qui s'écrit AX,B H- Ay,C, 

4*^ . Le produit de A par jB — C est exprimé par Ay^B — Ay, C; 
car si on représente B — Cpar />, on a^ura visiblement B^zD'^'C, 
et par conséquent AxB^^ A y(,D-{-Ay(,C: on conclura de là 
que ÂXD>c= AyCB *-^AxC, ce qui forme la proposition 
avancée ci-dessus, puisque D^=.B-^C. s 

VII. Il, soit de ce qui précède, ^e le quarréd'un nombre coni'. 
posé de deux parties , renferme le quarré de la première, deux 

fis le produit de la première par la seconde , et le quarré de 
second^. Le nombre i3, par exemple, étant envisagé comme 
égal k g + 4) ^^^ quarré 169 est compose 
du quarré de 9, ou 8i 

de 3 foisg X 4> <)^ 7^ 
du quarré de 4) ou 16 

Total lïeg 

Pour prouver l'énoncé en général, il suffit d'observer que le pTo» 
duit de ^ par 5 + C étant AyB -f- /^X C, si l'on fait A^B-hC^ 
les produits partiels AxB et -^X C^ deviendront J^X-Ô+^XC, et 
Bx C-^ Cy Cj en les réunissant on obtiendra le résultat 

Bx B^-ByC'hBxC'i' CXC, 

qui peut s'écrire ainsi : 

i'^+alîxC-»-^, 

ce qui donne le quarré de j9+ C, conforme à Pénoncé ci-ilessus. 

On trouve d'nne manière semblable que le quarré de la différence 
de deux /grandeurs ^st composé du quarré de la première^ moins 
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deuatfaiê ie pnoâuit d9,ia ipremiàre fptw. ia -M«oiMf«, pimâ té 
qudrréde lasecoudeJljtii<ïmht9<^étuxit égal à i3*-n|9|WKjex«nfil« • 
•on quarrii 8i sera formé de 169 — .a Xms 4-Xj3rh 16 i C(3 qu'iJ <M 
«iséde^q-ifier.. 

La démanstratioii {générale de la proposition clidMAa$ $e fornit eit 
faisant AzxB-^C, dans le produit d« ^ par k diflenence B^-'C^ 
car ce produit étant «xpriiiuî. par ^ K ^ ^- ^ X Ç* W r^n.éçril, 
d^abord ^ — C au lieu de ^ , dans les prpduiu AXB et ^ X ^» 
ils deviendront respecjtivcment 

BXB-^BXC 9t BXC-^CXC^ 

ff pour retrancher le second du preniier, il faudra, diaprés IV- 

ticUYI , écrire 

BxB—BxC^BxC-hCxC; 

ce qui revient k 

B^-^'îBy.C-^C* , 

et donne leqnarréde 'B^-^-C, eonformémentÀ rénoacé Qi?deisin« . r 

Les notions précédentes suffisent pour entendiQ les proposiiions 
nétess^iiwsde la Géométrie , car on peut^ dans Ion* 14^ ^aeb^rncf. 
a la solution graphique, et paasev les. nua^énM lâo, 'iSô,- l5^y q«i 
ue &erveA( qu^à calculer le rapport de la circonférence a^u diamètre, 
qu>a peutobtcpir facilementea Ti;igonom^trie, par ks sinus et le« 
tangentes des petits. firca. ^ 

( Les 4irti<Ues .ci-dessous, -gui concernent .l'évaluation des 
aires et des volumes^, autrement, le toisé des surfaces et des 
solides, 50 rapportent à la Jin de la première partie et h 
celte de la seconde. )* ' 

' VIII. Lerapprochément de^-ezpressiotts, on ybrmu/és, d'ftf)r^ 
lesquelles es calcuJeni léi aires i 

. dupacaUélog^ABliie^no 174 « . 

du triangle, no 171 , 

du trapèze, n» 175^ ^ 

du cercle, n» 187, 

enfin do secteur circulaire ^ n^* 189, 
montre que la détermination de toutes ces aires ne dépeiid que 
d'*un produit de deux facteurs , qu'on peut toujours regarder comoré 
Ja.baeeetbhauuur, c*eU'k*dMÊe\tadeuxdbnensi0n$ d?iinrect«nçl« 
'éqvivaient h Taise chercliée. .Quafid ces faotenvs' aOot ex^iiiQÔi en 
«MSKiefi dédmaiea, Icar mnltipiioMion cWectve à.r«rdinaiee , noai» 
4a>dénqiiiiirâtioni 4es .unités da résulta* dAmwide i|iteli|ues, attestionSk 

Sok pour eaempk^ ton .rectanfi^ de ifo'*'» ^4 ^® 1^**® **|r t5»',Q7 
de hauteur; en multipliant ces deox nombre*» on trouve 756,4/^' 
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L'iHiU<( 4é ce nombre e§t |e quarrényantua mi^tre de €6té, ^'<m 
Don^e auMHIe mètre quatre; les fractions dëcimaJes en sont Cou- 
jonn la dixième , la cenôème , la millièn^e , etc. partie : la mesure 
ci-dessus pourrait donc s^enoi^cer ainsi : 7^6 mètres quartes et 
4799 dix-mîUièmes de mèrr^ quatre; mais |4us ordinairement on 
^t correspondre les subdivisions du mètre qnarré avec celles du 
mètre linéaire , et alors on doit observer que 

Le mètre quatre contient 100 quartes d^un décimètre de c^» 
ou cent décimètres quarrés , 

Le décimètre quarn: contiçi^t cent qnarr^s d'un centimètre de 
c6té; ou 100 centimètres quarrésj et ainsi de suite. 

C^est donc les' centièmes du mètre qua^rjé qui expriment les.d<^ 
jcimètres quarrés , les dix-millièmes qui expriment les centimètres 
qaarrcs , les milUonièiu.es qui e|;pnment les noiillim.ètreji quarrés. 
i>-^après cela» le nombre 756,4758 s'énonce 

756 mètres quarrcs , 4? décimètres quarré^, 58 centimètres quarrés. 
On \Q%e par là qu'il n'est pas permis de confondre le lo*** du 
jDEiètte qi^atré avec le décimètre quarté. La première de ces subdi- 
visions 9e saurait se tieprésentter par un quarré dont les ^m^ensions 
soient des x^ombres exacts ^ puisque Tnàtté b^ux contient que 10, 
<et qii<B 10 ii?est pas uq quarré parfioit. 

On peut rapporter commodément le lo*?"* du mètre quarré 
k un recungle de 1 mètre def base sut* i décimètre debaiiteur; 
^t il en est de même des fractions décimales qui suivent et- qm ' 
désignent isolément des rectangles de i mètre de base sur i cen- 
timètre, I millimètre, etc. de bautenr. 

Ce n'est qu^en séparant les chiffres de oeujt en ^eux, à partir 
de I9 virguJiQ , fi^'oi^ pêUt j^poncef Je nombre en mesures quarrées. 

Quand les chiffres décimaux sont en' nombre impair, il faut écrire 
un zéro k la droite, pour que le -dejmier Otdre de dédmalies soit 
rapporté fc des mesures quarrées. 

Le rectangle ayapt 377' de base sur 4^'; 3 de bautenr, par 
exemple, a pour mesure en mètres quarrés, 116,1. En mettant un zéro 
^ la droite de ce nombre, il devient 116^10 et s'énonce xi6 mètres 
quarrés e^ 10 (|écimètres quarrés. 

Ge que {e Tiens de dire s'applique également aux divers ordres 
'd'unités placés h la gauche dé la virgule; et en observant que 
VarCf étant vu quarré de To mètres décote, renferme cent mètres 
quarrés , que }?heqDare tenferme cent ares , le nombre 37649 mètiep 
(luarrés, par exemple, , se décompose en 3 hecures, 76 ares e^ 
|() miètrc'vquatfés, on cfïntiarcs. 
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Il est il propos de filer le sens de plosieurs expiessioiu ({ne 
ron confond quelquefois. Que l'on dise nn mètre quatre ou ai| 
mètre en qnarré , cela revient an méme^ puisqu'il ne peut être 
question, dans les deux cas, que d'un quarrë ayant un mèfic de 
c6té$ mais il faut soigneusement distin^erles espaces de lo mMf<B$ 
éjfuarrés, et de lomètrfSfin quarréy par exemple; car Tun indique 
une aire e'quiyalente à lo quarres d'un mèire de c6téy et l'ai^bre 
nn seul quarr«: ayai^t lo mètres de câte', et comprenant par 
conséquent loo mètres quarres. 

L'usage ^es mesures décimales simplifie considérablement les 
calculs du toisé. Avec les anciennes mesures, le premier moyen . 
qui se présente est de convertir chacun des facteurs , dans les snb* 
divisions de la plus petite espèce qui soit contenue dans les deux, 
afin que le résultat soit eicprimé en mesures quarrécs ayant cette 
subdivision pour côté. S'il y a , par exemple , des lignes dans l'un 
des focteurs , il faut les réduire tous deux en lignes ; le produit seri| 
des lignes quarrees. Pour remonter à des mesures pluf grandes , 
on observera que 

Le pouce quané vaut la X ta, ou i44 lignes quarrees ; 
Le pied quarré la X la, ou i44 pouces quarres ^ 

La toise quarrée 6 X 6 , ou 36 pieds quarres ; 

et en divisant successivement par ces nombres , on traduira le rér 
fultat en toises quarrees, pieds et ponces quarres.' 

On se servait peu de ce moyen, parce qu'il conduit à opérer sur de 
trop gf/mds noufbres ; mais on faisait usage du procédé qui sert à 
effectuer la multiplication des nombres complexes. Que les deux 
dimensions à multiplier soient, par exemple, 

49»»'*«* 5p' 7^» et 3a» 4^' 6i»»; 

si l'on choisit le premier povtr multiplicande,, on concevra d'abord 
nn rectangle ayant ^çfots«s ^i r^po ^e hpue sur i»«»'«« de hauteur, et 
qui sera par conséquent à celui dont on cherche la mesure , comme 
%* l 3a^ 4^' S''^ (t66). Il sera permis en conséquence de regarder le 
multiplicateur 3a' i^' Bf^ comme un nombre abstrait : or, un rec- 
tangle de 49' Si**' 7^' de base sur i» de hauteur, se décompoise datis 
les suivans : 

i«. Un rectangle de 4c)'*»*** de ba»e sur i» de hauteur, et con- 
tenant 49 toises quarrees ; 

ao. 5 rectangles ayant chacun iP* de base sur i' de hauteur: ces 
rectangles se nommen^ tnises-pieds ; il est visible qu'il en faut d 
pour former la toise quarrée^ 

y- 7 reetangit^s de i pouoe de base sur i' de hauteur : ces rccf 
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taugles se tkointnene toises-pouces) il en fautcvideinmetina pour 
foimer la toise'^pîed. ^ 

En continuant de m^oie on ftmverftit, sHf y avait. lien, aKt 
toises* lignes, toises -points , qui auraient entre elles ot a'vtïc la 
toise quarrée, les mêmes rapports que les subdivisions iiB^aires 
qui leuf* âervent de base. Les abréviations de ces mesures, ^a comi- 
meneaut par la toise qnanëe , sont 

U t\f t. pi, , t\ po. , t. /. , t. pt. 

C^Ia pose, remploi tdes.pdcties aliquotes, coafoi:mi^aAC|^ aux xègl'*& 
exposes à )a ^n du Traité élémentaire d'Arithmétique , 4oaii«» 
Topératioa suivante 

49*'« 5'*''* 7'*''* 
3a' 4f 5p» 
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Produit total i634'-* 3*'P» a»*/»» 3'-' lo»^-^*. 

Excepte la première pai^tie dç ce résultat, qui est .exprimée en 
toises quarrcfes, les autres sont des rectangles; mais leur conversioa 
en pieds quarre's , pouces quarçes, .etc. est facile; car 
la toise -pied vaut 6p* X iP* ^ ou 6 pieds quarre's 5 

l^'pi \ 

Ja toise-pouce "'"'^» ^^ « fîed quarré, ou 7a pouces quarrcsj 

la toise-ligne ■ ^ ou 6 pouces quarre's ; 

la toise-pomt — , ou Jpouce.quarre, pu 7a lignes quarrees^ 

En multipliant donc respectivepient par 6|-i>6, J-, les toises-pieds, 
toises-pouces, toises-lignes et toises-points, du produit obtenu ci- 
dessus, on trouve i634 toises quarrees , 19 pieds quarre's et 
23 pouces quarri's. 

La toise quarr^e et ses parties lie serva^nt qn*à la mesure des 
petites aires; les champs s^evaluaient en penches et en arpèns ; ceB 
dernières Mesures ont varie suivant le temps et les lieux. On trouve , 



lions les tables de, VArithmhii;/ue,deux sortes d'arpens compavtis 
avec les npuvelles mesures agraires , savoir, l'arpent des Eaux et, 
Forét^ et Varpent de Paris. L'un et l'autre étaient composes 
de loo perches j Ja perche,qu'oû aurait d^ nommer perche quarrée, 
^rait un quar;ré ^ui , dans l'arpent des Eaux et Forets , ^avaitaa pieds 
de côté, et seulement 18 dans celnivde Paris. Le rapport des per- 
ches, le même que celui des deu;E arpens , esi celui des quarr^ des 
nombres 3a et 16, c'est-à-dire de4B4 à 3^4 » V^ revient à peu près 
au rapport dç 3 à a. 

La perche de Paris ayant 18 pieds, ou 3 toises, décote, conte- 
nait 9 toises c£uarréesj et l'arpent du même lieu, contenant exac- 
tement 900 toises quarre'es , était plus commode que Tautre j mais 
toutes ces mesures sont bien inférieures aux mesures décimales, 
dans lesquelles on les transformera facilement, au moyen des tables 
citées : et d'aiUeurs , en convertissant en mètres et parties déci- 
males du mètre , les dimensions de la mesure proposée , leur pro- 
duit donnerait le rapport de cette mesure , au mètre quané. 

Il n''est question dans ces élémens , que des figures terminées 
par des lignes droites , ou par des circonférences de cercle ; mais 
les formules citées au commencement de cet article , servent aussi 
dans la plupart des cas de la pratique , au toisé des aires enve- 
loppées par des lignes courbes , parce qu'en partageant ces lignes 
courbes en petites portions, sensiblement droites ^ on ramène la 
figure proposée à un polygone rectiligne. 

IX. Les expressions des volumes 

da prisme, n* 260, ■ ' ■ 

de la pyramide, no a6a, 

du prisme triangulaire tronqué,, no a65, 

du cône, n« 275, 

du cylindre , n® aSS , ' ' 

et de la' sphère , n«) 3o4 ^ 3o6 , - ^ 

étant tontes composées du prodoit d'une aire par une hauteur, dé- 
pendent nécessairement d'un produit de trois facteurs, puisque Taire 
en contient deux ^ ,ct ce prpduit revient à l'e^cession d'on p^tal- 
lélépipède rectangle ( 357 ) équivalent ati corps proposé. C'est dans 
ce sens qu'on dit qu'un volume quelconque est le , f» odoit de 
3 dimensions. Leur multiplication^ se fait à l'ordinaire, qgfin^ 
elles sont exprimées en mesures décimales ^ et le résultat e^txoiii(posé 
d'un nombre entier et de parties décimales d'un cube ayant pouv côté 
l'unité linéaire. 

Je prends pour exemple un parallélépipède rectangle, dont l^s 
dimensions sont 49'"^}54 y i5"',a7 ,1 et 8*^,5 j le, produit 643ojp44^ 
de ces npmbres, fait voir que le .pa^rallélépipède proposé cjontient 
6430 cubes de r mètre de côté, et 44^ dix^millièmcs de ce cnho. 



Lci décimales enoûcécs cWessus ne sont rapport*»* qu'à Tuniié 
priDcipale, qui estle cube d'un mètre de côte , et qu?on nomme ausû 
mètre cube ; si Pon veut les décomposer en parties qui soient les 
cubes d«» parties décimales de l'unité linéaire , îl fout remarquer que 
Le mètre cube contient . . . fo x lo x lo, ou looo décimèl cuges, 
f^decimètrecube lo x lo x lo, pu io<yocentimèt, cubes, 

■tV^l "ï*"^®*' ^* P""" conséquent ce sont les millièmes, et le* 
milionrèmes du mètre cube, qui exprimentles décimètres cubes, 
et le««nt,mètres cubes, et engluerai, les décimale* prises de 3 en 5, 
, qui répondent h des' mesures cubiques. 

Le résultat 6430,0443 ne renfermant pas un nombre de chiflVes 

i IW ^ns?f "''^'^P'' ^' ^' '' ^'^' ^ '''^^^' P*^ ^^ '«'^^'- 
6430,044300. 
' ^L? "* '3"^'*^^'«? on rénonce, en disant : 

6430 mètres cubes , 44 décimètres cubes et 3oo centimètres cube», 

II est mutile d'entrer dans de plus grands détails sur ce sujet: 

car U sera beaucoup plus commode de s'en tenir h la premîèri 

^ei,onciai,oa .pourvu qu'on ait soin de ne pas confondre le 10% 

-le rooe etc. du mètre cube , avec le décimètre , le centimètre , etc. 

cubes. Les premiers se rapportent à des parallélépipèdes rectangles . 

ayant tous pour base le mètre quarré, et pour hauteur i décimètre, 

I centimètre, etc. 

Quand, avec les anciennes mesures, on ne voulait opérer que 
sur des nombres entiers, on convertissait chacun des fatteurs du 
volume cherché, dans les suhtlivisions de la plus petite espèce qu'il 
y eût dans les trois; le produit se trouvait exprimé en cubes ayant 
cette subdivisionpour côté; en lignes cubes, par exemple, si Ipsfac- 
teurs étaient convertis en lignes. On parvenait ensuite h des mesures 
plus grandes , en ôbservant^que 

Le pouce cube vaut la x la x la, ou 1728 lignes cubes; 

Le pied cube , 1758 pouces cubes; 

; La loïse cube 6x 6x 6, pu ai6 pîeds cubes ; 

et en divisant, tant que cela était possible, par ces nombres. 

Lfr plus ordinairement on laissait les facteurs sous leur forme 
de nombre complexes. En mnltîplîantdcux des facteurs entre eux, on 
calculait d'abord, en toises qnarre'es, toises-pieds , toises-pouces, etc. , 
1 aîre qui devait servir de base au volume cherché ( considéré comme 
celui d'un paraHélépipède rectangle), puis on regardait cette aire 
comme la base d'un parallélépipède rectangle ayant i toise de hau- 
teur, et étant parconséqucnt an corps chei^é, comme Punité est 
au troisième facteur, qui alors pouvait être regardé comme uii 
npiiibre] abstrait. Il est visible que, 

lO.iiÊioise quarrée de base sur i toise de hauteur forme un 
pube^ d'une Uoise de cAté, ou une toise cube; 



SUPPLÉMENT x4^ 

a<>. I loÎM-pied, c*^t--à-dire un rectangle de t loise d« io^g sur 
on pied de large, étant pris poor base d'un parallélépipède recunglé 
de I toise de haatenr , ce parallélépipède a deux arcletf contigués de 
I toise , et peut aussi être envisagé comme ayant i toisé quarréé 
de base sur i pied de haut ; on lui donné pour cette raison le nom 
ùetoUe-toisC'picd ; ce qui s'éq^ (. t, pi.f ilea faut 6 pour former 
la toise-cube ; ..r' 

3*. I toise-pouce sur i toise de banteur, forose de même uaf 
parallélépipède de i toise qnarrée de base sur i pouce de haut , 
qu'on nomme toièe*:tois9^onçe , qui s'indique pat U t* po, ; il en' 
faut la pour former la toise-toise-pied; 

4<>. La même progression fouràit ensuite des toises^oises'ligneê^ 
on {• t. L i toises-toisea-points f ou U t.pU 

Le volume du parallélépipède de i toise de baut, se trouve ainsi 
exprimé par un nombre qui se rapporte à des subdivisions assez 
simples^ et il ne s^agit |dus que de multiplier, à Paide des partie»' 
aliqnotesj ce noipbrtfpar la hauteur du parallélépipède proposé.- 

Voici pour exemple le paraUélépip^e rectangle ^ dont les dimen- 
sions sont 

49' .*>''' 7'* # 3a»* 4^' 5^" «t 5» aj»' toM. 
Les deux premières, déjà employées dans Partidc YIII ({lagetlij)^ 
donnent poar produit 

i634'** 3t''/'» a'f» 3'*' io''i". 
Un parallélépipède construit sur cette base et swr une toise de 
hauteur, contiendrait . . 

i634'-'-* 3'*»*^' aé.*.pi> 3r.r./ lo'-N^i. 
multipliant ce nombre par 5' af< lo^^, bantenr du pandlélépi|[fèdé 
proposé, oB aura le Toiumè de ce demiiîr, 

i634«-'»* 3»'»-f* ^-t'f^ 3*.».* io*»'f' 
5» a^« id^» 
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xlvj SUPPLÉMENT. 

Aa ïievi de ^» on pent-ajonter ime onire aux toi«w-Toisei-pofDi. 
l>ans la pratique , on a rarement besoin de pousser les <^cbl* 
{nsqu^anx dernières subdivisions, comme je iHii fait ci-déssns, parce 
que lenr yalenr esc presque nolle j et ^and il ne s!agit que de 
déterminer le prix d'on onvrage , la forme ide ces snbdÎTfsions ettt 
la pins commode^ cepe nda nt on Iflb rcfdnit'qdelqoefois en mesures 
cabiqnes, et pour cela, il suffit d'observer qne 

la toise ctibe contasant 21$ pîcdt cubes | 
la toise-tnisfr-pied en contient 2»4, ou 3iî, 

la toise-toise-pouce JJ , ou 3, 

la toise-toise^igne. ^ ...... . A » ou J , on 43i poutfn cabes, 

(puisque le pied cube contient 17:18 ponces cubes}-, 
la toise-toisè^int ^, ou 36 ponces cubes. 

En conséquence, on multiplie respectivement par les nombMi» 
39, 3, ^, 36, les divet* nombre des ««ibdivisions indiquées ci- 
dessus, avec ratcentioo dé muItipHèr par 432. le reste des toises- 
toi8es4ignes , si la division par 4 en laissait un , de compter le pro- 
duit pour des pouces éubes, et de rajouter à ce que donneront le* 
toiaes-toise»-poinis. Le nombre 

8944'*«*' 3'-'-^« jt'f'po ^'t.i ^t^t'fn^ 

trouvé ci-dessqs, devient 

8944 toises cubes, ii3 pieds cnbes, 144 pouces cubes. 

L*asage des chaipentiers était de mesurer les bois , non 11» .lobe 
cube , mais à la solit^ê , qu*ils établissaient de 6 ponces A'^équar^ 
rissage sur 13 pieds de longuetlr, c'esl-à-dire formant un parallé- 
icpi[)cde rectangle dont la base était unqiiarré de 6 pouces de côté , 
et la hauteur la pieds. Cette base ayant l^pied de côté, contient ~ 
de pied quarré^ et en multipliant par la chanteur 13, on trouve 
3 pieds cubes pour le volume de la solive. Ce volume , pris pour 
unité, était divisé en 6 parties appelées ^ie<£5 ele «o/cVe, dont chacune 
valait par conséquent •j' pied cube, ou 864 pouces cubes. Le pied 
de solive se divisait encore en la parties appelées pouces de so- 
Iwe, et contenant par conséquent chacune 73 pouces cubes. 

On voit que les divisions de la solive suivaient la même loi qne 
celles de la toise cube en toises-toisc^-pieds, etc. ^ etla solive entière, 
étant de 3 pieds cubes , se trouiy la 72* partie de la toise cube. 
On peut donc, <^i le multipliant par 73^ convertir un nombre 
de toises cubes , toises-toises-pieds , etc. en solives et parties de 
si>lives ; par ce moyen , le toisé des bois rentre dans les règles 
du (oiié général h trois dimensions. II n'était pas difficile non pins 
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i\t se former des règles particulières pour obtenir nomédiatenienc 
le résultat du toisé en spHyes. .* - : • - 

Mais combien Tuniformité des mesures nouvelles , qui ramène 
tout au mètre cube, ou stère, et leur subdivision décimale, qui 
rend Mutes les /opérations semblables .à celle». qoi s*eflS)c|i]jeat#ur 
les nombres entiers, sont préférables ^ ces divers procédés^ quqW 
que ingénieux qu'ils iiuisseat paraître» En les mettant ici sous 'les 
yeux du lecteur, en comparaison avec les cakuls.idécimauK, i''ai 
eu principalement pour Wt de rendre plu» frapfi»oC Timmense 
avantage de ceux-ci ; avantagé dont il f«oi «spôier qnc sera- con- 
vaincue- la génération future ; si aea édttQMiutt eat . bien dirigée sur 
ce point ; car tant que les ouvriers ne se défenom ^ai» du pied »t 
' de la toise, quW<poiteiit -avec eux ^ qu'ils s^en serviront pOur 
prendra leurs mesures, et qu'^aiprè» avoir fait Je calcul sujvanlîccs 
mesures^ ib^ auront encore , .pour se confocmcr h la loi , h convertir 
les andennes mdsufe» en nonwiks^ il eit impossible, qv'ils voient 
dans le sj^stème métrique deciinal , a«treebo»e qu^uœ iiin^yauo« 
importune, Enfii^ r 'il faudrait* ijne to^nsœux qui ont- des nombres 
k prescrire:, eoit comme administrateurs i soit comme inf^nieurs» 
choisissent, autant que cela- ip peutv desnotmbres ronds ,en nesir 
vellcs mesures , comme on le famaif dans les anciennes. 

Les conversions d'un système dans Pautre , devenant de plus 
en plus rares, s'*effectueraient sans peine par les tables dressées 
depuis long-temps pour cela^ et quand on n'aurait pas ces tables 
sous la main , on y suppléerait en calculant, par ses dimensions 
exprimées en nouvelles mesures, la valeur du volume que Ton 
veut exprimer par ces mesures. C^est ainsi qu'en formant le cube 
du nombre décimal qui exprime la toise par le mètre, on aurait 
le rapport de la toise cube au mètre cube. 

Le bois de cbau£fage se mesure en le rangeant dans un cliâssîs 
ou membrure ; et le tas prend la forme d'un parallélépipède rec- 
tangle qui a pour base l'aire de cette membrure , et pour hauteur 
la longueur des bûches. La membrure qui déterminait l'ancienne 
corde , avait 8 pieds de long sur 4 pieds de haut , et par con- 
séquent 3a pieds quarrés de surface. La longueur des bûches étant 
de 4 pieds, la corde de bois contenait ia8 pieds cubes; et par ce 
nombre , on en calculerait sans peine le rapport avec le mftre cube 
ou stère. 

Quand les mesures ne sont pas des parallélépipèdes , mais des 
cylindres, comme Fêtaient les litrons, les boisseaux, comme le 
sont les litres, leur volume se calcule an moyen des expression» 
propres h cette forme de corps. 



OBSERVATION. 

Danâ la forme àe raisonnement adoptée pour l'exposition de| Elë^ 
mens de Céon^'trie^' .••■•::. î . 

Un axiome est mie yfétké évidkntt par eile^nént i 

Un théorème y une proposition à démontrer j 

Un co ro//<«'fie, une conséquence d'uneproposition^dcjàdànontréef 

Un problème , nne qitesciott à rnbudre. 

Une proposition qui n» sert qiM 4a préparation k une autre, se 
flon^ne aussi lemme^ 

Et Ton donne aux remarques le nom de sekolies» ; 

Il est à propos d'observer qu'on théorème renferote deux parties ,, 
«avoir : Vhf po thèse etla' conclusion qui en est la conséquence» U 
li'est pas toujours possible de renverser renoncé.; c'est-4-dire qu'em 
|yrenant la conclusion pour hypothèse, on n'a pas toujours pour con^ 
dnsion nécessaire l'hypothèse prunitive; et cela , parc^ que la con-^ 
eloaion priinitive convient 'quelquefois à un plus grand nombre û^ 
casque l'hypothèse ( de là vientlanéofssité de démontrer les propo-^ 
stiions inverses, lorsqu'on veut <m faice «aa^. 



ÉLÉMENS 



0£ 



GÉOMÉTRIE. 



NOTIONS GÉPÎÉRALES SUR L'ÉTENDUE. 



I . L'esi'ace qae les corps occupent a trois dimensions, 
t]ue Fon désigne par les noms dé longueur ^ largeur et 
profondeur ou épaisseur. 

Un corps ne saurait être privé de l'une de ces dimen- 
sions sans cesser d'exister ; les limites qui le terminent, 
'sans lesquelles il ne petit être conçu, et qui n'ont point 
d'épaisseur , sont des surfaces. 

Quand un corps présente plusieurs faces, chacune 
a, dans le lieu où elle se joint à une autre, ses limites, 
qui n'ont ni* épaisseur ,^ ni largeur, et qu'dn nomme 
lignes. 

'Enfin, ces, dernières ont elles-mêmes, aux endroits 
oà elles se rencontrent , leurs limites ou leurs extré^ 
mités , qui n'ont ni épaisseur, ni largeur, ni longueur, 
et qui s'appellent points. 

L'existence de ces diverses espèces de limites ne peut 
être révoquée eu doute, puisque ce n'est que par leur 
moyen que nous jugeons de la figure des .corps. Nous 
les considérons, par la pensée, chacune en particulier> 
eu faisant abstraction d'une ou de deux des dimensions 
du corps, qui d'ailleurs ne sauraient être anéanties; car 
Géométrie, 1 4* édition. i 



comme nous ne pouvons que modifier les formes de la 
matière , nos opérations s'effectuent toujours sur des 
corps y et jamais sur des surfaces y des lignes ou des 
points : mais leur résultat s'éloigne d'autant moins de 
celui du raîsonneçpent , que n9us apportons plus de 
soin à diminuer les dimensions étrangères à celles de 
la limite que nous avons considérée sur !e corps. Par le 
raisonnement, nous atteignons cette limite; par le cal- 
cul , no^s pouvons en approcher indéfiniment , tandis 
que l'exactitude des opérations mécaniques trouve ses 
bornes dans l'imperfection inévitable des instrumens. 

2. Parmi les lignes, celle qui s'offre la première est 
là ligne droite , dont on donne une idée nette dès qu'on 
énonce que c'est le plus court chemin pour aller d'un 
point à un autre. 

Dans cette idée se trouve aussi comprise la possibi- 
lité de prplonger la ligne jdroite indéfiniment . aa-delà 
de chacun des termes qu'on lui a d'abord assi|;né6^ et 
l'impossibilité de le faire de plusieurs manières. 

Il e^t évident qu'il n'y a qu'une seule ligne droite ; 
toute ligne qui li'est pas droite ou composée de plusieurs 
lignes droites, est courbe; et l'on sent qu'il doit y avoir 
un nombre infini de lignes courbes. 

Parmi les différentes surfaces qui terminent les corps , 
on remar<{ae d'abord le plan •u la surface plane, qui 
diffère de toute autre en ce qu'on peut y appliquer 
exactement^ ou y tracer une ligne droitte dans tous les 
sens ; il ne peut y avoir qu'une seule espèce de plan. 

Toute surface qui n'est pas plane ou composée de 
plusieurs plans , est courbe ; et le nombre des surfaces 
courbes est infini. 

J'exposerai successivement les propriétés les plus 
remar<^uables des lignés , des surfaces et des corps, en 
me bornant à celles qu'il est indispensablement néces'» 
«aire de connaître pour étudier avec fruit les diverses 
branches des Mathématiques pures et appliquées. 



DE oéoSiÉTRIE. 



PREMIÈRE PARTIE. 

SECTION PREMIÈRE. 

Dijss propriétés des lignes droites et ^s lignes 
circulaires. 

. ■ ' . • ■ ■« "'. 

iV. B' Pour toq«e cette f)i)Bp4<8|-|e par^^e^ les Jl^gnes .i(e{Mr^»^t4iei 
dansiez fîgpires so;it sitjae'ea.sur un mén^e pla^*. 

DÉFINrriCmd ET K0TiON8>ltÉLIMINAillËS. *" 



3. On ne coijisîdègce ^ dap9 les éléo^ns 4e Géoi^étrie^ 
que deux espèces 4.e lîgpe», sayoir : la ligne drajkte^ cm 
simplement la droite^ cjui est le plus court cheBijn pour 
aller d'un point à un autre , et Jçi circonférence du.ct^if^ 
Q\L 1^ ligjpe çirfmlair^j dppt to\i^ Jiçs points, .située sur le 
même plan> sont également éloignés d'un autre point 
pris dans ce plan^ et qu'on i^o^me le centre. 

AByfig. i*^', est une droite. Il est évident (2) que^îg. i. 
rîen ne s'(^^se k pe qu'on prolonge indéfin^&nofent ]a^ 
diroite dS en-dei^ du point Jt et ««-delà du poiat B^ et 
qu'ell|?^$eca déterminée par deux autres que^nqu^ de 
ses points Cet D, fiussi bien que par lea p^ùi^j^ ^-^JS; 
<5'est-à-dîr^ ^ttjB^i roQ,;pr^jpQ8ait d^ î^^ii^N^ pfir Une 
dfoîle les points C et A le trait, p^^s^reât «w?, U Jigne 
4B. 

ABEAy fig^%t est une circonfér/çnc^ d^ perql^ dont Fig 1. 
le centre est en O* Les droites AO^ BO, CO^ qui me- 
surent la distance des points quelconques A, B, C, de 

I. . 
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cette dernici^e ligne , au centre O, et qui sont toutes 
égales y se nomment les rayons du cercle; une partie 
, quelconque de sa circonférence, se nomme aro ^ enfin 

l'on entend par le cercle la portion du plan terminée 
de toutes parts par la ligne circulaire. 

Il est Tisible que pour trouver tous les points qui sont 

à une distance donnée ao du point O, il suffît de décrire 

de ce point, comme centre ) et avec un rayon égal à ao^ 

une circonférence de cercle. 

Cela pos^ y je considérerai d'abord les lignes droites. 

4* Mesurer la distance de deux points ou la longueur 
d'une droite , c'est chercher combien de fois cette droite 
en contient une autre, prise pour unité , ce qui se fait 
/ en portait la seconde sur la première , autant qu il est 
possible ; et si l'on trouve un reste , il faut tâcher d'éva- 
luél; ce reste en fraction de la seconde ou de l'unité. 

En général, mesurer une ligne par une autre, c'est 
chercher le rapport de ces deux lignes , ou chercher s'il 
n'y a pas une ligne plus petite qui soit contenue Un 
nombre exact de fois dans l'une et danjs l'autre, et qui 
par conséquent soit la commune mesure de toutes deux. 
Cette recherche est donc, par rapport aux lignes, ce 
qu'est celle du commun diviseur à l'égard des nombres. 

PROBLÈME. 

5. Deux droites étant données j troùper leur com- 
mune mesure j ou au moins le rapport approché de 
Vune à Vautre, 

Fig»3 . Solution. Soient AB et CD^fig,^, ces deux droites; 
on portera la plus petite 'CJ9 sur la plus grande, autant 
de fois qu'elle pourra y être contenue ; on trouvera qu'elle 
y est trois fois depuis A jusqu'en JE, avec un reste EB'^ 
en sorte que l'on aura 

^B=:^3CD-^EB. 
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On portera ensuite sur CD le reste EB , qui s'j.tvouiera 
ccmtena quatre fois avec un second reste FD , ce qui 
donnera 

CDs:^iEB+EJO. 

On portera ce second reste sur EB \ et comme fl sera 
contenu une fois de £ en G , avec un troisième reste GB^ 
on aura 

EB = FD-^GB. 

Enfin, GB étant porté sur FD^ et s'y^rouvant trois fois, 
il viendra,. pour dernier résultat, 

FD = ZGB. 

En remontant de la valeur de FD à celle de EB , de 
celle-ci à celle de CQ , et de cette dernière à celle de 
AB , on trouvera successivement 

FD=3^GB, EB=^GB, CD^zigGB , AB=6iGB : 

d^oJi Von voit que le dernier reste GB est la commune 
mesure des droites AB et CD j et puisqu'il est'6i fois 
dans la première et 19 fois dans la seconde, il s'ensuit 
que ces droites sont entre elles, dans le rapport de 61 
à 19. * 

Rien ne doit être plus facile maintenant que d'appli- 
quer ce procédé à tout autre exemple. La comparaison 
des restes successifs doit être poussée jusqu'à ce qu'on 
en trouve un qui soit contenu un nombre exact de fois s 
dans celui qui le précède , ou qui soit tel, que le reste 
qu'il 'pourrait laisser dans cette opération écbappe aux 
sens par sa petitesse. C'est ainsi qu'on parviendra tou* 
jours k un résultat au moins approché. 

6, Il est évident qu'une droite n'en peut rencontrer 
une autre qu'en un seul point (3). 

7. L'espace indéfini BAC yfig. 4^^^™PJ^^s entre deux j-jg. ^ 
droites qui se coupenjt en un point A y et que l'on peut 
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eoïkcevoit prolimgéès aatiatt qu'on: le voudrs^, se nomine 
angle. Qdoîqae cet esfpàce ne soit pas jfermé du.côté BC; 
il est néanmoins bien distingué du reste du plan , par 
les limites uiB et.^C Oevtx angles peuvent différer 
entre eux à cet égard ; la droite jiD, par exemple^ fait 
évidemment , avec ^JS^ un ax^le pliis grand que celui 
que font entre elles les droites JB et JlC 

On désigne ordinairement un angle par trois lettres, 
en mettant au ^giilieu celle qui occupe le point ou lès 
deux lignés se coupent , point qu'on nomme 8or/z)7i«^ de 
l'angle. L'angle formé par les droites jéB et\éC, est 
l'angle ^-<iC Quand il n'y a qu'un seul angle dans un, 
ppint, comme en a, par exemple, on peut ne mettre 
que la lettre dtt sotnmet^.et dire l'angle a. 

8. Deux angles sont égaux lorsqu'étatkt posés l'uu 
sur rauti*e, ils se recouvrent ^Parfaitement. L'angle bac 

. sera égal à l'an^ BjéC^ si, Td droite à^ étant posée 
sur uiB de manière que lé point a soit sur le point ^ , 
Fautre droite ac tombe sur AC, Il n'est pas nécessaire ^ 
pour que î'égalîté ait lieu , que les longueurs des lignes 
AB e%abfACelac^ soient respectivement égales ; car 
on sent par^sLitemeiit que si, dans les portions AV et 
Ac' d» leiirs longueurs , les droites AB et AC se con- , 
fondent avjec les droites a^ et oc, il en sera de même 
dans tout ie rqst^ lorsqu'on prolongera cplte-ci d'uBe 
quantité, suffisante (2).' 

9. lia position respective de deux droites dépead de 
l'axée qu'elles font entre elles. Parmi toutesles situa- 
tions qu'unedroite peut avoiràl'égard d'une autre qu'elle 
rencontre, la plus remarquable est la situation p^TT^en- 
diculaire. C'est par <;e_mot que l'on désigne le cas où 

Fig. 5. une droite AC^fig, 5, tombant sut une autre ABy fait, 
avec cette derniëve , prolongée en-deçà du point A en 
ADf deux aiigles BAC et DAC égaux ^ntre eux : c'est- 
à-dire qu'alors si on plie la figure le long de la ligne AC^ 
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la portion ^^ de la droite SD doit se coucher sur 
l'autre portion AD. 

II est éTident que y dans ce c^s^ la droitie' AC ne 
penche ni vers D ni Vers B, 

Les aixgles BAC et CAD sont nomméa angles droitie. 

Tout angle moindre qu'un diroit se nomme angle aigu. 
L'angle BAH est un angle aigu. 

Tout angle pitis gt9nd qu'un droit se nomme an^ 
obtue. L'ange BAF eal un angle obtus. 

II est Tisible qu'un angle droit doit en dourrir un 
autre; que Tangle droit A'Jfl/y jftg. 6, par exemple, Fig. 6\ 
étant placé sur l'angle droit ABD, doit le couvrir exac- 
tement. En effet, si l'on prend ABs=s:A'B% et qu'on 
porte ensuite la figure A'CB* sur ACD y en failant 
coïncider les points A! et B* arec les points A.^tB, le* 
droites -<4f Cet ^'C se couvriront parfaitement, puis- 
qu'on n'en peut mener qu^une 9eule entre deux points 
donnés ; et si la ligne B'ty ne tombait pas alors sur 
BJ? , mais prenait une position Bd, les angles A'B'D\ 
D'B^C y représentés par ABdy dBC, ne seraient pas 
égaux , et ne seraient par conséquent pas droits^ 

ib. On voit , à l'inspection seule de la figure 5, queFig. 5. 
la somme de tous les angles BA£, EAC , CAFy F AD, 
qu'on peut faire du même côté d'tine droite et autour 
d'un de ses points pris pour sommet, équivaut toujours à 
deux droits , en quelque nombre que soient ces angles. 

II. Lorsqu'une droite A£ tombe sur une autre droite 
prolongée de chaque côté du prtînt de rencontre, die 
fait /avec cette autre, deux angles EAB et JSAD, qui, 
i^éunîs élOemble , valent deux droits. * 

Deux droites BD et EF,fig, jy qui se coupent , étant Fig. y. 
prolongée^ au-delà <^e leur poin^ de rencontre A, for- 
ment autour de ce point quatre angles qui sont opposés , 
par le sommet deux à deux, savoir: EAB à FAD ^^ 
EAD à FAB. 
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la. LêB angles opposés par le sùhinut], que forment 
iieux droites en se couparit^ sont êgaùbi. 

Démonstration. En effet , il ré&ulte , du numéro précé- 
detit, que la «omme des angles BJE et DAEy placés 
du jnême côté de la droite DB^ est égale à deux droits, 
et que celle des angles DAE et DAF, placés du même 
côté de la droite EF, est ausst égikle à deux droits ; ainsi 
les angles BAE et Z>^J5 réunis équivalent aux angles 
DAE et DAF réunis. Retranchant de part et<r'aûtre 
Tangle commun DAE y il restei-a l'angle BAE , égal à 
l'angle DAF^ qui lui est opposé par le sommet. 

On démontrerait de mên^e que l'angle DAÈ est 
égal à BAF.t 

i3. Corollaire. Tl suit de la proposition précédente, 
Fig. 8. que si Ton continue au-dessous de AB , fig, 8 , la droite 
ACy qui fait aifecZ>^ deux angles droits, CAB et CADy 
son prolongement -<^JS^ fera encore,, de l'autre côté de 
ABy deux angles droits, BAE et DAE y puisque ces 
angles , étant opposés par le, sommet aux angles CAD 
et CAB,ç]^\x\ sont supposés droits, seront eux-mêmes 
droits (9). 

Il résulte encore de là que CE étant perpendiculaire 
sur DB , DB l'est aussi sur CE. 

Si maintenant on mène par le point A tant de droites 
FG, MI y etc. , qu'on voudra, il est visible que 1^ somme 
de tous les angles BAF^ FAC, C AH, H AD, DAG, 
GAE^ EAIy lABy que ces droites feront entre elles y 
ne composera jamais que quatre angles droits. 

14. On ne peut enfermer un espace par un non^bre 
de droites moindre que trois. Cet espace se nomme 
triangle» les lignes qui le terminent se coupent deux à 
Fig. 9. deux, et forment trois angles : ABC, fig. 9, est un 
triangle dont les côtés sont AB , AC, BC, et les troi& 
angles sont A,B,C,' 
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. Les premières propriétés dû. triatigle servent de base 
à tout ce qui regarde la situation respectÎTe des droites : 
il faut donc les faire connaître avant d'aller plus loin. 

t5. Remarques* Puisque la ligne droite AB est le 
plus court ciièmin pour aller du point A aq point ^> 
il s'ensuit que la somme dés deux autres côtés ÀC et 
"BC du triangle -r^^C, surpasse AB\ et l'on verra de 
même que la somme de deux côtés quelconques d'un 
triangle surpasse toujours le troisième. < 

Mais si l'on ^rend dans l'intérieur d'un triangle ABCy 
un point quelconque E , et qu'on tire les droites AE et 
EB^ la sotnme de ces droites sera moindre que celle 
des droites AC et BC qui les enTeloppent. En effet, si 
l'on tire ])ar le point E une droite G F qui coupé en 
même temps les deux droites AC et BC ^ on aura < 

^ gf<:gc+cf, 

d'où il suit que le contour AGFB sera moindre que la 
somme des droites AC et CB, Par la même raison , 

AE<AG + GE, EB<ZEF+FB'y 
donc AE+EB<CAG + GE-i-EF+FB, 
ou plus petit que le contour AGFB, et par conséquent 
à plus forte raison plus petit que la somme des droites 
^Cet^C. 

On distingue six choses dans un triangle; savoir, 
trois angles et trois cdtés. Il y a entre ces six. choses 
des relations nécessaires qui sont contenues dans les 
propositions suivantes. 

THÉORÈME. 

16. Lorsque deux triangles ont un angle égal com- 
pris entre deux côtés égaux ^ chacun à chacun^ ils sont 
égaux dans toutes leurs parties. 

Si l'angle Càn triangle ABC.fig. i o , est égal à l'angle Fig. 10. 
C du triangle A'B'C, et que le^s côtés AC et BC, qui 
comprennent le premier de ces angles , soient respecti- 
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vemesit égaax aax côtés jlC ^JffC ^ qui campreimettt 
le second , le triangle ABC sera égal au triangle A'B*C 
dans toutea ses autres pïirties^ c'est-à-dire que Tangle A 
sera égal à l'axigle ^'jFangle B à Vang^ B'^ et le côté 
AB^nçàXéA'B'., 

Démonstration, Si Von portq le triangle A'CB^ sur 
le triangle ACB , de manière que le côté A'C tombe; 
sur u/C| en mettant le point C sur le point C, le point 
A^ se trouyera sur le point A , puisque Jf C'=:^AC\ de 
plus, les angles ACB et A'CB'^ étant égaux par l'hy- 
pothèse > se couvriront exactement, et le côté Cff tom- 
bera par conséquent sur le côté CB : enfin le point B^ 
tombera sur le point B , puisque CB' = CB, La droite 
A^B' ^ ayant se^^ deux extrémités sur celles de la droite 
AB y se confondra avec elle j* le Iriangle -^^^' couvrira 
donc exactement le triangle ACB , et lui sera parfai- 
tement égal. ^ 

Il est important de remarquer l}ue les côtés égaux , 
ou ceux qui se confondent lorsque les deux figures sont 
posées l'une sur l'autre > se trouvent opposés à des angles 
égaux dans chacun des triangles ; ainsi ^ A'B\ qui se 
confond avec AB , est opposé à l'angle O égal à l'angle C, 

11 en est de même dans les propositions suivantes. 

1 7. CoroUaire. Un triangle est entièrement déterminé 
par l'un de ses angles et les deux côtés qui le compren- 
nent f puisque, quand deux triangles sont égaux dans 
ces parties > ils le sont dans toutes les autres. On peut 
encore se convaincre de cette vérité , en observatit que 
lorsque Pangle Cest donné , la situation respective de» 
calés AC et CB l'est aussi ; et si Ton a de plus leur 
Id^eur, qui fixe les points ^ et ^ , on ne peut joindre 
ces points que par la seule droite ABy et l'on n'obtieni 
ainsi que le seul trfangle ABC. 
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THÉORÈME. 

i8. Lorsque deux triangles ontj chacun à chacun^ un 
côté égal ctdjacent à deux angles égaux ^ ces triangles 
sont égaux dans toutes leurs parties. 

Sî le côté ^B du triangle ABC est égal au côté A'B' 
du triangle A B! C , et que tes angles CAÈ et CBA cli4 
premier triangle soient respectivetneiil égaux aux angle» 
C'A'B' et CFA' du second, ces deux triangles seront 
égaux en tout. 

Démonstration. Pour reconnaître la vérité de cette 
proposition , il faut concevoir que le triangle ÂB^C soit 
posé sur le triage ABC^ de manière que le côté A'^B' 
soit placé sur sSégat AB^ savoir, le point À' sur le 
point ;^ , et le point B' sur le point B, Il sait, de Pégalité 
des angles CAB et CA^B\ que le côte ^'C doit tom* 
berdans ^ direction du côté AC\ de même les ailles 
CBA et CB'A étant égaux , le côté CB' tombera «ans 
la direction de CB, et le point C, commun aux deux 
côtés CA et ^B*^ se tï*ouvera par conséquent sur le 
point C, commun aux deux côtés CA et CB : Içs deux 
trianjgles se couvriront parfaitement, çt seront donc 
égaux dans toutes leurs parties. 

THÉORÈME. 

19. Si les côtés A'B' et D'C' du triangle A'B'C,% i|^ Fig. 
sont respectivement égaux aux côtés AB et BC du , 
triangle ABC^ ^f î»^ l'angle 'B^^c<mipris en^e le^ deux, 
premiers ^ soit rtioindre que l^ angle B ^ compris ^n^^^U^ 
deux derniers j, le côpé A'Ç^ opposé à l^av^ B' daiis h 
triangle Al aC^ sera moindre que lecôtéJkC, oj^osi as 
V angle B dans le triangle ABC. 

Démonstration. En effets lorsqu'on plaqe le triangle 
A'B'C sur le triangle ABC^ en posant A!Jff sur ÂB^ le 
point C ne peut prendre que les trois positions repré- 
sentées en C dans les numéros i , a et 3 de la figure. 



Par la ptemi^e, dans laqaelle il tombe sur le côté 
ACf il est évident que ACy qui rejprésente AC^^ est 
moindre que AC. 

Par la seconde, qui suppose le point C au-dedans 
du triangle -<ifiî(7, on ^aurait 

AC + BC"<:^AC'^BC (i6), 

d'où il résulterait encore ' 

ÀC'ovL A!C<iACy 

puisque BC^ qui représente B'C y est égal à BC^ par 
l'hypothëse. 

Enfin, dans la troisième position, le point C* étant 
extérieur au triangle ABC y on auraif . 

Ac<oc''+oA, bc<:6b+oc,^ 

c^oii l'on conclurait 

' » AC + BC<:0C'+0j+OB+OC, 

ce qui revient d'abord à 

AC' + BC<CAC+BC, 

puisque OC* + 0B= BC\ ÔA+ OCz=zAC,, et re- 
trancbant ensuite de part et d'autre les lignes égales BC 
et BC, il resterait toujours 

AC ou ac<:ac. 

' 20. Corollaire. Il suit de là quel deux triangles dont 
les trois côtés sont égaux chacun à cliacu^^ sont égaux 
dans toutes leurs parties; car si les Jîôtés AB ,AC, BC, 
Fig. 10. du triangle ABC,Jig, lo, sont respectivement égaux aux 
côtés^^', A*C et B'C du triangle ^'^'C", l'angle com- 
pris entre deux côtés quelconques du premier, sera égal 
à l'angle compris entre Jes deux côtés égaux à ceux-ci 
dans le second. Si, par exemple, l'un des deux angles 
B %t^' était moindre que l'autre, l'un des côtés AC^X. 
^'C serait aussi moindre que l'autre (n** précéd.), ce 
qui est oosArc l'hypothèse ; donc les triangles ABC et 
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JlBC ont: en même temps leurs côtés et leurs angles 
•égaux chacun à chacun^ et sont par oooséquent égaux 
en tout (16 ou 18). 

, PROBLÈM]^ 

21. he& trois côtés (F un triangle étant donnés sépar 
rément ^ décrire, le triangle. 

Solution. Soient M, JV, P, fig. 12 , les trois lignes Fig. la. 
données; ayant pris la première ^ M^ pour former le 
côté AB y on décrira du point A y comme centre, et 
d'un rayon égal à là seconde, iV, un cercle CDC ^ puis, 
du «point B^ comme centre, et d'un rayon«égal à la 
troisième , P, un autre cercle CEC. Leurs circonfé- 
rences se couperont en deux points, C et C, situés l'un 
au-dessus de AB , et l'autre au-dessous. En joignant 
chacun de ce^ points avec les extrémités de la ligne AB, 
on formera deu^ triangles qui satisferont à la qftestion , 
puisqu'ils auront leurs côtés respectivement égaux aux 
' trois lignes données. 

22. Remarques, Si l'on prenait trois lignes au hasard , 
il pourrait arriver que les circonférences des de,ux cercles 
décrits ne se rencontrassent pas. Cette circonstance au- 
rait lieu, 1°. dans le cas où P4--ZV"seràit moindre que M^ 
en eflet , il est visible , et Vm. le prouvera d'ailleurs dans 
la suite, que deux cercles ne peuvent se couper qu'autant 
que la distance de leurs centres est moindre que la somme 
de leurs rayons; 2°. dans le cas ou l'un des cercles em- 
hrasserait l'autre , c'est-à-dire où l'on aurait 

. AD^AB-^BF.oviN^M+P. 

Ces deux cas sont compris dans la condition générale 
que la somme de deux côtés quelconques d^un triangle • 
est toujours plus grande que le troisième y et qu'on peut 
simplifier en l'énonçant ainsi : La eofmne dêsdeuxpbis 
petits côtés d^un triangle est toujours plus grande que le 
troisième. En effet , la condition N'\-P^M doit suffire 
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lorsque Net F sont moitiâfes qite 3fj puisque , dans ee 
e9»9 les ooiiaitûms iV^+^ > P etP+ TKf > N sont n^ 
tessaîremeiit remplies. 

La solution du problème précédent , qui met en état 
de construire un trjangle égal à un autre, en faisant 
iksage des côtés de ce dernier , offre le mojen de faire 
un angle égala un autre. 

PROBLÈME. 

23. Par un point donné, pris sur une ligne donnée j 
faire un angle qui soit égal à un angle donné. 
Fig. i3. Solution. Soient,^, i3, C-^iîFangJe donné, ^'B^ la 
droite sur laquelle on veut construire le nouvel angle 
qui doit avoir son sommet en ^' ; je prends sur les côtés 
du premier, à partir du sompiet, deux distances, j4B 
et ÂC, égales entre elles, et je joins, par une droite ^ 
^les poîtits C et i?^ où elles se terminent. Portant ensuite 
AS de A' en BWe n'ai plus qu'à décrire sur A^B' ^u 
tf ianglé dont les deux côtés A^C et B'C soient respec- 
tivement égaux à AC et à BC, ffe qui se £êîl en m%rq«ant 
l'une d)ps intersections £^ des circonférences des cercles 
décrits avec le» rayoïM AC et BC^ des points A' et B^ 
comme centres (*), Tirant A^C, l'angle CA'B sara 
^f^al à l'ai»gle CAD , p^is^ue les triangles CAS et 
CHA'B' sont ^ux f^ ^construction (ai). 

" PROBLÈME. 

a4* ^n trietngSé Mont dùfiné^ en construire un autre 
qui lui soit égqlj en emplofqnt à ia construction de cet 
autre un angle du premier €t les deux côtés qui le com- 
prennent. 



O P<P^ wKi^Ukv Ufigvre, 09 n'a poiiit toaoi^ les circonférence 
ei^Bt^fti, uQioiae 4w la fignriï 19, maU.seulenHoïc les pottîons 
vpifîneç de Tîntersection clierch^. On «n osera toujoora ainsi 
diîsormais. 
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SoluHoih. Si jpet angle et cet cùié» sont l'aogle C et les 
drojltes AC et BC^ du triangle ABC^fig. to, on fo^a Mir Fig. lo. 
k droite ^^C'', un angle C égal à C ; puis on pfendra sur 
les côtés A'C et CB , à partir du point C, des distances 
égales à ^Cetà ^C^quidétermineront leapointsw/et^; 
joignant ces poinM par une droite , cjd formera le trkngjk 
AC'B' égri au triangle ACB^ par Is puméro i& 

PROBLÈME. 

a5. Un triangle étant donnée en construire un autre 
qui lui soit égal, en employant à la construction de ce 
dernier un côté du premier et Us deux angles adjacens. 

Solution, AB étant ce côté , ^ et fi les angles adja- 
cens^on prendra sur la droite A'ff une partie A' BzzzAB^ 
on fera, aux extrémités de A'B\ les angles A' et B\ 
respectiTement égaux aux angles A et B, Ayant ainsi la 
direction des droites A* C et B' Cy en les prqlonfgsaat 
jusqu'à ce qu'elles se rencontrent en C^ on formera le 
triangle ^'fi'C égal au triangle ABCy par le numéro 18. 

. DES UGNES* PERPENDICULAIRES ET DES' 
OBUQUES. 

THÉORÈME. 

a6, Les lignes AC etŒ, 6g, i4, qui partent d'unfi^, 14. 
point quelconque G de la droite CD^ perpendiculaire 
sur k%j et qui s'écartent également du pied de cetU 
perpendiculaire, c'est^à^ire du point D oà elle ren^ 
contre la ligne AB, sont égales; et celles qui iten écar- 
tent le plus sont les plus longues. 

Démonstration. Puisqu'on suppose que les distances 
AD et DB sont égales entre elles ^ que /par la nature 
de la nirpeiviiculaire, les angles CD^ et CDB sont 
ê^^VLTijÊLei qa'enfin la ligne CD est commune aux deox 
triangl^^C^ et DCB y il s'eiiftuit que «es trîuigles^iit 
un angle égal compris 'entre des côtés égaux eltacm à 
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chacun y et sont par c^rnségiient égaux (1.6) : donc 
BC^^JfCy donc les lignes AC et i&C, qui s'écartent 
également de la per(>endiculaire C^I^, sont égaler entre 
elles. 

Si Ton tire par ie point C la droite CE y qui s'écarte 
|i1as49^C<> jqpK oe lei^ CD 

aitr£h»Mia«de:u4l^^ id'oae ipuiéi^té >&M:a:iiCD /et ^'on 
tire les droites AC eX CE y on aura / ^ 

CE+ CE > CA + CA (i5). 

Mais les triangle3 CAD çt CAD seront, égaux^ en yertu 
du numéro lo, puisque les angles ADC et AÎ>C sont 
égaux (iS), que les côtés CD et Ci) sont ^gaux par 
construction, et que le côté AD est commun à ces 
deux triangles : on aàrà donc ' 

•--■^' : -^ • CAz==iCA, •■••-■■• 

On prouvera de même que CE^= CE, et il en résultera 

!iCE>nCA,ùnCE>CA, 

ce qui montre que les lignes qui s'écartent le plus de la 
' perpendiculaire sont lés plus longues. 

^ .3^7^ »•' Corollaire* .Les lignes ÇA, GBy CE se ûom- 
ment Qbliqu09, par rapport à la ligne ;,.^ j et l'on dit 
en conséquence qg^. lea pbl^iMs qm ê^ÂGOPiêM égale- 
jmM éi la perpm>(Ucula^t-£ont égfdea^.et que ofilUs 
qm^^eAicq.rUM ie pké9 mnt les plus, k^gmes.' d^où il 
résulte évideniment que si deux^oliUque^ sont égales, 
elles ne tombent pas du mépie. côté de laper pi^îdicu- 

; laire>. m^fs q^'.oll^ s'^n écartent ,^g|aiei»ô»t de chaque 
côté de $Qn. pied* * 

îi8. ^* Corollaire. 1} suit de là , 1 **. que la perpendicu- 
laire CD est la plus courte de toutes les ligneJKie l'on 
peut mener du pfoildtCsur la droite AB , mm$t par 
^^mséqucwt la mesure fiatui»etle de la dislanc^ntre ce 
point et ,cett€i droite ; . 
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!&•. Qu'elle a tons ises poiiît$ à éjgale distante des |K>ints 
A et B \ car si Von prend sut sa direction un point quel- ' 
conque F, on atira ênéore ' . ^ . . 

3^ QwfvaiÈ fHiînt qttelcoiiqu&^y'prtsliorsdek-iïer- 
pendiculaife j^èst i oég MiiM HB Bt éloigtté dei points^ et B ; 

car on a .. z . 

d'où BG</AG, 

puisque BF^JF et AG = AF+FG \ 

4^. Enfin , que d'un point à une droite^ on ne saurait 
tirer trois droites égales. 

PROBLÈME. 

29. Mener sur la ligne AB , fig. i5, une perpendicur^Ti^ i5. 
laire qui la partage en deux parties égales* 

Solution, Des points A et B^ pris successivement pour 
centre, et avec une ouverture de compas plus grande que 
la moitié de AB ^ on décrira deux arcs de cercle, CF 
eXCE iqm se couperont en un point C On fera la même 
chose au-dessous de AB\ et joignant les points Cet Cj 
la droite CC sera la perpendiculaire demandée. En 
effet , les triangles CBÙ et CAC sont égaux , comme 
ayant tous leurs côtés égaux chacun à chacun (20), puis- 
que ACzszBC, AC = BCy et que CCf est commun 
aux deux triangles : les angles ÀCD et DCB sont donc 
égaux entre eux. Les côtés AC et CD, CB et CD qui 
les comprennent, dans les triangles ACD et DCB, étant 
respectivement égaux, ces derniers triangles sont ^ux , 
par le n** 16 : donc l'angle ADC est égal à l'angle BDC^ 
et par conséquent droit ; et , de plus , à cause de AD=BD, 
le point D est le milieu de AB. 

PROBLÈME. 

30. Par un point donné D, fig. î6, sur une droite Fif^, 16. 
AB^ éleper une perpendiculaire à cette droite. 

Géométrie . 1 4*^ éd i t ion . a 
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Sçluéion. De part et d'autre du point D de la Jrgnf» 

_ AB, par lequ^ on veut élever la. perpendiculaire, on 

prendra des distances égales, AD et BD\ et des points 

A et By avec des rayons cgaus. ,on décrira les deux arcs 

de cercle CF et CE y qui se cotiseront au point C : ce 

- point étant joint avec le point Z>> -la ligne CD sera per- 

. pendiculaire sur y^-ô. En effet, les droites AC et CB ^ 

étant égales, ainsi que les parties AD et DB, les triangles 

ACP et BCD, ayant en outfe un côté commun, CZ>, 

sont égaux, et par conséquent aussi les angles ADC y 

BDC, 

PROBLÈME. 

Ftg. 17. 3i. Par un point donné C^ fig. i7,/7m hors d'une 
droite AB^ abaisser une perpendiculaire sur cette droite. 
Solution. Du point C,comme centre, et d'un rayon pris 
a volonté, mais cependant plus grand que la plus courte 
distance du point C à la droite AB, on décrira un arc 
de cercle qui coupera AB aux points A et B\ on prendra 
ensuite ces points pour centres, et , avec le oaé^ie rayon , 
on décrira deux arcs de cercles qui, se coupait en C , 
détermineront un second point de la perpendiculaire 
demandée CC. En effet, les points -^ et B étant, par 
construction, également éloignés du point C , et égale- 
ment éloignés du point Cy on prouvera, comme dans- 
le numéro 29 , que les angles ADC et BDC sont droits, 

THÉORÈME. 

32. D'un point C pris hors d'une droite AB^ on ne 
peut abaisser sur cette droite qu'une seule perpendicu" 
laire CD. 

Démonstration, Les obliques AC et BC déterminées 

dans le problème précédent , étant égales, doivent s'é- 

\ carier également de là perpendiculaire (27) , qui ne 

peut passer par conséquent que par le point D, milieu 

. de Fintervalle AB-y or, par les points Cet D, on ne'sau-' 

rait mener que la s«ule droite CD, et toutes les obiiqu^ 



DE GÉOMÉTRIE. ' iq 

qui seront égales deux à deux , quelle que soit d'ailleur!^ 
leur longueur, ne pourront rencontrer ^B qu'à des 
distances égales du point D, En effet, si cela n'était pas 
pour les obliques CE et CFy par exemple, et que 
DF'^DEj on pourrait prendre DFsszDE ^ et tirer 
Cf , qui serait égale à CE^ il se trourerait alors du 
même côté de l.a perpendiculaire CD, deux obliques 
égales , ce qui est impossible (27) : donc l'arc de cercle 
que l'on décrirait du rayon CE, rencontrerait JIB en F\ 
et par conséquent la perpendiculaire CD est unique. 

Quand le point d'où l'on doit mener la perpendi- 
culaire est pris sur la ligne proposée, le tbéorëme est 
évident (9). 

33. i'*^ Corollaire. Il suit de là que cjeux droites, DE 

et FG , perpendiculaires à une même droite AB^fig^ \ 8,Fig. 18. 
ne se rencontrent point , quelque prolongées qu'on les 
suppose, soit au-dessus « soit au-dessous de cette droite; 
car si elles se rencontraient, en pourrait, du point ou 
elles se coupent, abaisser deux perpendiculaires sur la 
droite AB y ce qui est absurde. 

34. 2* Corollaire. Il suit encore de la même propo- 
sition, I®. que deux triangles ABC, A'ffC, fig, i9,Fig. 19. 
qui ont chacun îln angle droit, l'un en A, l'autre en A\ 

sont égaux lorsque leurs côtés BC et WC , respective- 
ment opposés aux angles droits, ainsi qu'un de leurs 
autres angles, i5 et ^, par exemple , sont égaux. 

£n effet , si l'on porte le triangle AKC sur le triangle 
ABÇ, en plaçant l'angle B' sur l'angle B, le côté ÏÏC 
couvrira exactement son correspondant BC\ le côté 
A B' tombera dans la direction de AB ; et si le côté 
AC, dont l'extrémiCé C se trouve sur le point C, ne 
s'appliquait pas exactement sur AC , il s'ensuivrait que 
l'on pourrait abaisser du point C deux perpendiculaires 
sur AB.y confondue maintenant avec A!ff, quant à sa 
direction. 

3.. 
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a*, li'egalilé des mêmes triangles aurait encore Iletiji 
si les côtés AC et BC étaient respectiyement ^aux aux 
côtés AC t\B!C\ car 9 en posant un de ces triangles sur 
Fautre , de tnanière que AC ftikt sur AC^ le côté Aff 
tomberaît sur AB , parce que les angles BAC et B A!C 
soat égaux comme droits; alori les côtés BCeiB^C 
dévenant des obliques égales j placées d'uo même côté 
de ta perpendiculaire AC^ s'en écarteraient également , 
et tomberaient par conséquent l'un sur l'àuijreV 

i 
35. BemarqueB' Le premier des cas d'égalité, démon- 
tré ci-dessus par rapport aux triangles qui ont un angle 
droit , a lieu également par rapport aux triangles quel- 
conques, qui sont égaux dès qu'ils ont deux angles égaux 
chacun à chacun, et un coté égal, opposé au même 
angle dans Fun et dans l'autre ^ mais ce cas n'est pas 
nécessaire pour ce qui suit , et il résulte d'ailleurs d'une 
proposition dén^ontrée plus bas (5i). 

Il n'en est pas de même du second. Si, dans les triangles 
„ ABCet 4B[a,fig. 20, on a A-A ,AC^A! C ,BC^ff C^ 
que l'angle A soit aigu , et que AC surpasse CB^ on n'en 
pourra pas conclure que ces triangles soient égaux; car, 
ayant abaissé, dans, le triangle ABC^ la perpendicu- 
laire CD! y on trouvera de chaque côté de cette perpen- 
diculaire , deux obliques , CB[ et Cff y égales entré 
elles. Les triangles C A B' et CAff'y entre lesquels 
l'angle A et le côté AC sont communs, rempliront donc 
les conditions données ; mais il n'y en a qu'ui| qui soit 
égal au triangle ABC , celui dans lequel l'angle B e^l 
de même espèce que l'angle B^ c'est •à-'dire aig^x , dans le 
cas de la £giire*Il est d'ailleurs visible que Tangle ÇB''A 
est obtus, puisqu'il r€^o«e sur la même droite g|ie l'apgle 
CB'B'trtCBB'. 

THÉORÈME. 

3& Lorsque deux câiés d'un triangle sont éffauxj tes 
angles opposés à ces côiès S9nt égaitx i et ior^qu^ils sont 
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. inégaux j h plus grand den deux e$i oppoaé'aêi^ plus gtamd 
angle. 

Démonstration. Sî imn le triangle ^JBC^Jlg, 21 , les ^*S* 
tïôtéli AB etBCaonl égaux entra eux, la perpcudicu- 
latre abaUsfée du point B sur le côté ^C, passapt; par le 
milieu i> de œ côté (Sa), partagera let^ian|;le jiBC en 
deux autres, qui seront égaux eutre eux (16), puisque 
l'angle dfoîl;i^l>^ de l^un aeira compris entre lescôtés 
j4D et ^D^ respectivement égaux aux côtés DCet BD, 
qui comprennent Ta^ngle droit BÛC de Faulre: Patigle 
'.^ seray donc égal à l'angle C 

A Pégard du triangle ACE , dans lequel les côtés AE 
et jBC sont inégaux, il est évident que le point E, oit 
se coupent ces deux côtés^ doit tomber hors de la per*- 
pendiculaire BD, vers celle des extrémités de*ACdont 
il est le plus près (28) , et par conséquent dans TangYe 
FDC. C.eja posé , en tirant BC j on formera le triaingîc 
ABC y dont les angles BCA et BAC seront égaux , 
d'après ce qui précède , puisque les côtés opposés AB 
et BC le seront comme des obliques qui s'écartent pa- 
iement de la perpendiculaire ; mais l'angle BCA étant 
intérieur à. l'angle ^C-/^, il s'ensuit que ce dernier, 
oppqsé aa côté AE^ afhrpassè l'angle EAC, opposé au 
côté EÇ plus petit que AE. 

37. Corollaire. Il suU de là que si deux angles d'un 
triangle sont égaux entre eux , les côtés opposés à ces 
angles sb^t ^ux étrti^ ^ùTi\ car, s'ils étaient inéga^x, 
l'àtigle ép^é au plus grand des deax serait p|pft<g^alld 
que l'autre angle , ce qui est contre Fhypothèse. ^ 

Les inémes rai^onnemehs proniiceiit ausai que quand 
deux angles sont inégaux , le plus grand des deux côtés 
est celui qui est opposé au plus giiand des deux angles; 
puisque l'inégalité des angles entraine celle des côtés , 
et que qnaûd deux côtés sôUt inégaux^ l'angle opp^ au 
plus grand côté est toujours le plus grand. 
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Enfin , quand les trois côtés d'un triangle sont égaux , 
les trois angles sont égaux, et réciproquement. 

38. Les triangles dont les côtés sont inégaux, se 
nomment scalènes ; ceux qui ont deux côtés égaux, se 
nomment iaoscèUs; et ceux dont les troi§ côtés sont 
égaux, se nomment équilatéraux. 

DES LIGNES PARALLÈLES. \ 

39. Deux droites qui , quoique situées dans le même * 
plan , ne se rencontrent pas, sont dites parallèles entre 
elles. 

Fig. 18. Deux droites, DE eXFG^fig. 18, perpendiculaires 
à une même droite AB y sont ^onc parallèles entre 
elles (3^). 

4^* Remarque, Tout ce qu'on va lire repose sur la 
vérité des propositions suivantes, dont l'évidence semble 
tenir immédiatement à la notion que nous avons de la 
F'îS* "• ligne droite. 1°. Si, par le point Z>,^. 22, onmçneune 
droite HH\ qui fasse , avec la ligne DBy un an^eJïDB, 
moindre que le droit EDB , ou qui soit inclinée vers 
la partie FG de la droite GG^ perpendiculaire sur AB, 
elle rencontrera G G' lorsqu'elles seront suffisa^mment 
prolongées l'une et l'autre au-dessus de AB, 2*». si , par 
le même point Z>, on mène la droite //', qui fasse , 
avec DB, l'angle JDB plus grand que le droit EDB, 
comme elle fera au-dessous deAB, Vanner DB moindre 
que le droit EfDB , elle inclinera vers la partie F G' de 
la droite GG'y et rencontrera par conséquent cette 
droite prolongée sufi&samment au-dessous de AB, 

De là résulte cette proposition , l'un des fondemens 
de la théorie des parallèles : une droite qui est perpendi^ 
culaire à une autre ^ est rencontrée par/ toutes celles qui 
sont obliques sur cette autre ; et il ny a par conséquent, 
sur un planj que les droites perpendiculaires à une même 
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-ligne qui ne se rencontrent pas ou qui soient parallèles 
entre elles (*). 



(^) C'est (lans la difficaltë de prouver immédiatement cette propo- 
sition , que [réside )''imperfcction de la the'oric des parallèles. Beau- 
conp d'auteurs ont fait , ponr en venir à bout , des efforts inutiles ^ 
eK d'autres, comme Bczout, ont dissimule'.le vice du raisonnement, 
ce qui me semble contraire an devoir rigonreux que s'impose tout 
Auteur d'ouvrages e'iémentaires , de ne donner jumais que dtes notions 
exactes, et surtout d'en faire connaître avec soin l'origine. J'ai jug^ 
convenable de mettre en e'vidence ce point de'licat, en formant, à 
l'exemple d'£uclide, une demande , mais que je crois plus aisée à. 
accorder que la sienne, parce qu'elle présente la diificnlté réduite à 
ses moindres termes. ( Voyez , dans les Essais sur l* Enseignement, ' 
le paragraphe des Élémens de Géométrie,) 

Plusieurs géomètres ont essayé de prouver la vérité de cette do- 
mamlc, soit directement, soit en transposant la difficulté ; presque 
tons sont tombés dans de très grandes longueurs , ou dans l'incon- 
vénient de compliquer , par des raisonnemens obscurs, des propo- 
sitions dont la preuve directe est extrêmement simple. On doit 
cependant excepter de ce reproche la démonstration donnée par 
M. Bertrand; elle m'a paru la plus simple et la plus ingénieuAO 
de toutes celles que je connais j en voici le fond. 

11 est d'abord évident que si l'on ajoute un angle quelconque edh 
un nombre suffisant de fois h lui-même, comme le montre la fig. 23, pi^. ^3 . 
en hdh'^ h'dh", h''dli"^ h"'dh"'', on parviendra toujours à former 
un angle total edh"" plus grand que l'angle droit edb ; mais si l'un 
élève suif la droite DB les perpendiculaires DE et F G , prolongées 
indéfiniment, on formera une bande indéfinie EDFGy qui ne sau- 
rait remplir l'angle droit EDB, quelque nombre de fois qu'elle soit, 
ajoutée à elle-même. En effet, si l'on prend FKz=^DF, et qu'on 
élève KL perpendiculaire sur AB, que l'on plie ensuite la figure le 
long de FGf la bande EDFG couvrira exactement la bande GFKL\ 
car les angles GFD, CFK , étant droits , la partie />/' tombera sur 
FK ^ et comme DF:=^FK par construction , le point D se placera 
sur le point K j de plus, l'angle FKL étant droit aussi bien que 
EDFj la ligne DE se placera sur KL. Cela posé , puisqu'on peut 
prendre sur la droite indéfinie DB autant qu'on voudra de parties 
égales à DFy sans arriver à son terme , on formera un nombre 
aussi grand qu'on voudra de bandes égales à EDFG , sans pouvoir 
couvrir l'espace indéfini compris entre les deux côtés de l'angle 
droit EDB, Il suit de \h. que", considérées relativement à leurs 
limites latérales, la surface de l'angle edh est plus grande que celle 
de la bande EDFG. Si donc on construit dpns cette bande , sur 
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THÉORÈME. 

Fig. 34, 4'* ^^^u* ^6z«x droites D£ ei FG^ fig« ^^ sont 
parallèles t toutes les droites], telles que LM.^ f^i sont 
perpendiculaires sur Vune, h sont^ eu même Hnhp^ sur 
l'autre. 

Démonstration. Supposons que cela n'ait pas lie^ , et 
que LM^ perpendiculaire en il/ sur FG, ne le soit pa^ 
en L sur DE y on pourraitélcTer alorspar le poîntX sur 
ZJKf, une perpendiculaire qui serait diifêren te de J^l^ , 
et à laquelle EL serait intérieure ou extérieure, pstr 
rapport à FG. D'après la proposition du n° J\o ^ EL 
devrait donc rencontrer GMy ce qui ne saurait arriTer^ 
puisque lés tlroites DE et FG stont paralèèlës : on ne 
peut dotx^'pas élever sur LM^ par le point XJ aiié per- 
pendiculaire différente de EL ; ainsi *LM pat pei^ndi^^ 
culaire à la fois sur £>£ et sur F(tf . . 

42* CoroUair^, Il suit du tbéorëme plféféédent, 
que dêttx droites f>àraUëlâs à une troisième ; «ont afàsst 



la droite ÈD, un angle EDB c'gat ^ edk ," il ne pourra demeuicv * 
contenu entre hès ligneb ED et F G] son côté DÀ coupera ncces- 
sairemeut la droite FG» 

Pour sentir la force de cette de'monstration , il faut bien conce- 
voir que lorsqu'on applique l'iogle dront isdb sur T^ngle. droit EDB* 
ces 4eux surfaces doivent toujours coïncider entre leiu:s li^^ites laté- 
rales de et dbf DE et lyB, quelque loin qu'on les prolonge : alors 
on verra que si les angles construits dans les bandes n^en sortaient 
pas, ils laîsseraieut un vide indéfini , aprètf la dernière bande, et on 
au^ffids^iis chaque bfçi|de y ma/^ ç^lùi-ci y-q|]i 9 touionrs lieu près de 
leur commet, est plus qi^e, compense' par les espaces qui leur devien- 
nent communs quand ils sont sortis des bandes , parce que leurs côtes 
sccrdîiiatnt, ils Wk-ecouvrchl en partie: tel est l*cspace M NO y 
cobimiiii< aua^ angles j& DÎT, GFM*. Avecc«tte explication, il ne 
doit rester, à ee qi^e je. crois, aucun doute fondé sur ce que l'infini 
entre dans les considérations précédentes ; car il ne s'agit que do 
concevoir qu'il csf toujours possible de placer dans l'angle droit un 
noiâbré de bandes qafsufpaisc un nomBfe donné, quelque grand 
que soit ne d^rnien 
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parallèles entre elles, ^aegèt » toute j igné perpendicu- 
laire sur celle-ci , le sera aussi sur les deux premières , 
qui 9 se trouiraat par là |^rpendîéu)àii^es lacune même 
droite 9 ne pourront se rencontrer , et seront par con- 
séquent parallèles entre elles. 

TETÉORÈME. 

43. Lorsque deux droites j DE et TG , parallèles entre 
elles, fîg, 25; sont coupées par une droite quelconque Tvf,, a5. 
IH^ les angles ELI et Giàl^qu* elles font at^ec cette 
dernière , d'un même c6té ^Vun en dedgnSy Vautre en 
dehors,, sont égaux entre eux* 

Démonstration, Si ^ point K, ttnlîeu êeJLM^on . 
abaisse sur^ FuQ0>des droilbèB.EDs, i^6r,1a pl3rp6ndîteuli|îre 
DFf cette li^^ne sefa en mètaé temps perpe^dia^iva 
sur l'autre (4^)- lies triangles DL^K^ KFM wront 
égaux (34)9 parce que les côtés LK et ^^, respectif 
vement opposés auscoi^esdroitsiD et F^sont éganx par ' 
conrtructic»]. , efc ipue , de plus /les animes DKLet MKF 
le sont aussi ^ comme étent .opposés par le sommfit: . 
donc Tangle DLK ou EU est égal à KMF^ ^«P^^ ^^'^ 
séquent a GJ//^ opposé par le sommet à ee fermer. 

THÉORÈME. 

44» ^ deux droites, DE ^^FG ffont, apec une troi^ 
sième, VEL, et au même cÔté j par rapport a celle-ci, des 
angles égaux , ELI^ G MI y Vun en dedans , Vq,utre en, 
dehors , ees^ deux droites feront parallèles entre elfee* 

Démonstration. S't , du point K , milieu de LMy ou 
abaisse sur DE la per(>eudiculaire DF, on formera les 
triangles DLK et MKF, égau:( entre ems, (i 8)^, parce ^ 
que , d'après l'hypothèseï l'angle DLK ou El^I est égal 
à l'angle KMF, opposé par le sommet à GMI) Tatigle 
DKL est égal à MKF, comme opposé par le sommet, 
e\ enflq le côté LK e«t.égal à KM, par con^^r action* , 
L'angle K FM sera donc égal à LDK , et droit paricon- 
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séquent; ainsi les deux droites DE et FG, étant per- 
peadlculaîres l'une et l'autre à la même droite DF, 
seront parallèles entre elles. 

4^. Remarques, Le fréquent usage que l'on fait des , 
propriétés des parallèles, a porté les géomètres à désî- 
(i^ner par des noms particuliers les d ifférens angles qu'elles 
font avec les droites qui les coupent , droites que, pour 
cette raison, on appelle sécantes, 
Tig. a6. Les angles tels que ELI, GMl y fig, 26, situés du 
même côté de la sécante IH , et dont l'ouverture est 
tournée du même côté , se nomment angles correspond' 
dans. 

Les angles DLMy FMI y sont aussi des angles cor* 
respondans. 

Tous les angles dont l'ouverture est entre les paral- 
lèles , sont compris dans la dénomination générale d'a/i^- 
gUs internes j et tous ceux dont i'o a verture est en dehors, 
s'appellent angles externes. 

On distingue ensuite ces mêmes angles par leur posi- 
tion relativement à la sécante. Ceux qui sont du même 
côté par ra*pport à cette droite, sont des angles internes 
ou des angles externes du même côté, 

ELM, GMLy sont deux angles internes du même côté» 
HLD, IMF y sont deux angles externes du même côté. 
Les angles qui sont dans une situation opposée, tant 
par rapport à la sécante que par rapport aux parallèles, 
se nomment angles alternes. Il y a des angles alternes 
internes j comme ELM et FML, ou DLM et GML\ et 
des angles alternes externes j comme HLD et GMIy ou 
JILEÇX.FML 

THÉORÈME. 

46. Lorsque deux parallèles j DE etFGjSoiU coupées 
par une troisième ligne IH , 

1®. Les angles correspondans sont égaux y 
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a^ Les angles alternes internes sont égaux;" 
3**. Ltfs angles, alternes externes sont égaux ; 
4<». Ijcs angles internes du même côté j réunis jfof^ 
ment deux angles droits ; 

ô'*. Les angles externes du même côtéj réunis y for^ 
ment deux angles droits ; 

6°. Lorsque Vune quelconque de ces propriétés a lieu^ 
les droites DG et FG sont nécessairement parallèles. 

Démonstration. ï**. L'égalité des angles correspondans 
n'est autre chose que le théorème du n° 4^ > puisque 
les angles £Z/ et GMI.fig. 25, sont évidemment des Fig. :»5. 
angles correspondans , d'après le sens attaché à ce mot. 
L'égalité de ces deux-là étant prouvée, celle de tous 
les autres angles correspondans s'en déduit sur-le-ch^mp. 
Pour les angles DLM et FMI, par exemple ,/^. 26, on Fig. a6. 
remarquera que la somme des angles DLM et ELJ , 
qui reposent sur la même droite DE , est égale à deux 
droits (11) ; que, par la même raison, la somme deis 
angles FMI et GMI est aussi égale à deux droits. 
Retranchant de ces sommes égales les angles égaux ELI 
et GMI, les angles restans DLM et FMI seront néces- 
sairement égaux, 

2**. L'égalité des angka alternes internes j celle de 
ELI, FMH, par exemple, a lieu , parce que FMH est 
égal à GMI y son opposé par le sommet, et que celui-ci 
est égal à ELI, comme correspondant : les deux angles 
ELI et FMH étant égaux à un troisième GMI , sont 
donc aussi égaux entre eux. En raisonnant d'une ma- 
nière semblable , on reconnaîtrait l'égalité des angles 
DLIelGMH. 

3°. L'égalité des angles alternes externes j celle de 
DLHet GMI, par exemple, a lieu, parce que GMI 
étant opposé par le sommet à FMH, lui est égal , et que 
ce dernier angle est égal à DLH, comme correspon- 
dant : les deux angles DLtt et GM/'étant donc égaut 
h un troisième FMH y sont égaux entre eux. C'est ainsi 
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qu'on démontrerai t l'égalité de$ deux ao^lesELH, FMI, 

4^. Les angles internes du même côté^ ELI et CM H, 
par exemple, pris ensemble; valent deux droits, parce 
que ELI et GMI sont égaux , comme correspondans , et* 
que la somme des angles GMI et GMHj,,c{m reposent 
sur la même droite HI, éljant égale à deux droits Çit) ^ 
51. Von jsubstitue à GMI son égal ELI, la somme des 
angles ÉLl et GMH demeurera la même que celle de* 
ang;les ùAtI et GMHy.el sçra par conséquent égale à 
deux droits. 

.S\lje9 angles externes difjneme ç6U » EL fiel GMI,. 
par exemple, pris ensemble, Talent deux droits, parce 
que le^ angles GMI et ELM sont, égaux , comme cor- 
respondant ,. et que la spmme ^es .angles JELM et ELU, 
qui repéseOçt s^jur la mçme droit;e. IHy étai^ éga)le k deux 
^droits (ii>, si Toti substitue à l'angle î^W^ son ^al 
GMI , la somme des apgles. GMI et .^i^T.s^ra la même 
q^e 1^ pr^c^ente jk e^ .par .i^opséquenl foççr/e égale à 
deux angles droits. , , ,\, 

6**, Enfin „lors(jue l'une que^conqi^e de ces propriété» 
a lieu, les droites DE et FG sont parallèle^, f^n^rce que 
si c'est l'égalité des anglesix^rrespoodans que l'on remar- 
que d'abor^^ il suit d^i n** 44 1 ^ue cette égalité entraîne 
nécessairement le parallélisme y et q^ant aux quatre 
autres pi^pp^jétés ,..ll .Sîijfit 4'obseryer que l'an conclut 
de ciiaçune d'elles 1 égalité dçsangles correspondans. 

l^n^fiet , les angles alteroés internes ELI et FMH 
ne peuTent êj^re égaux sans que l'angle GMI, égal à 
* FMH , çorxkXïjLe son pppos^ ppr le soncimçt , ne Iq soit par 
conséquent a ÉLF : donc, djans ce cas, les an glas cor- 
respondans ÉLÏ et GMI sont égaux. 

Il en est de même des angles alterpes externes ELU 
et FMIj puisque FMI et GMH étant égaux comme 
opposés par le sommet _, GMH se trouvp égal aussi à 
son correspondanit ELH. 

Quand on sait que la somme des angles internes ou 
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f;xt<»rnes du même côté , est égal à deux droits /on s'as- 
sure, ainsi qu^l 'suit; que les angles correspondant sont 
égaux. Si , par exemple, îa somme des angles ELI et 
GMH est égale à deux droits i Fangle ELI ser^ égala 
deux angles drorts moins l'angle GMi7; mais parce que 
les deux angles GMH et GMI , qui reposent sur une 
même droite , talent ensemble deux droits , l'angle G^l^I 
sera aussi égal k deux angles droits moind l'angle; pMÈ, 
et par conséquent égal à son Correspondant ELÏ^ qui a 
la même tSlëur. On rationnerait de la même manière, 
pour les angles externes du même côté. 

47- Coroï/^V^. Ptrisque deux lignes parâll^es jouissent 
toujours de^ propriété^ ^précédentes , et que lorsqùe'ces 
propriétés ontirëti par rapport a^éux droites, celles-ci 
sont parallèles, TlVèo suit que' l'es droites pour lesquelles 
ces propriétés riront pa^ Heu ne sont point paf-atlifes. '*'! 

Par exetfiplfe, deux drbitei Z>jÇ et J^'Gj^j^. 27, p^rpen- ... 
diculaires à Ueùx droites JiB et BC t\m se èoupent^' ne '^' ^'" 
sont point parâîlèTék; car ^î ?oà tiré la sécante Iff, il* est 
visible que la somme des angles EIHet GJ37, intérieurs 
du mênîe éôti, est ihoittdfè quècédlè des âçûx aàgïiè^ 
droits EIB -GHB. : ' " '- ' ^' "^ -* ^•^^' -^ •'^•^' 

• •pROBXt'ME,'' ' \; '. ;''\; \ 

48. Par lin point donné C, fig, 28, mener une droitk «. g 
parallèle â îû droite donnée Klà, ' < a -^ 

Solution, Parie point C, on minera une d^oîte quel- 
conque CB redcontirant AB \ piiîs on fera ^u point à, ' 
sur CB , l'angte BCD égal à l'angle ABC (aS) -, la droite 
6'D, obtenue par ce pi*ocëdé, sera là paraillèle détnatir^. ^ 
dée , puisqu'elle passera par té pdint C^ et qù^èn cbïisV- ' 
dérant CB comme sécante*, lés angles alternes internes 
ABC et BCD seront égaux par construction. 

PROBLÈME. \ ; 

49. Par un. point donné C^ pris hors <fu>ie ttroite 
AB, fig. 2g, mener Une droite qui fasse avec îa pri^ 
mière un angle égal à un angle donné A'. / ' **' /^* 
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Solulion. Par un point quelconque-^ de ïa droite AB^ 
on fera Fangîe DAB égal à l'angle A' (23) , et menant 
parle point C, parallèlement k AD (n° précédent), 
la droite CE , elle fera avec AB un angle CEB égal à 
DAB (47)» et par coilséquent à l'angle donné A\ 

THÉORÈME. 

Fig. 3o. Bo. Les angles ABC^ DEF, fig. 3o, qui ont les côtés 
parallèles et l^ ouverture placée dans le même sensj sont 
égaux* 

Démonstration. Si l'on prolonge un côté quelconque 
du second angle, DE , par exemple, jusqu'à ce qu'il 
rencontre un de ceux du premier, en considérant les 
parallèles EF et CH , par rapport à la sécante DH ^ 
on reconnaîtra que les angles DEF et DHC sont égaux 
comme correspondans (47) ; puis , en considérant les 
parallèles AB et DH , par rapport à la sécante BC, 
on reconnaîtra que les angles ABC et DHC sont égaux 
comme corresppndans : les deux angles DEF et ABC 
étant égaux à un troisième DHC, seront par consé- 
quent égaux entre eux. 

THÉORÈME. 

5i. Les trois angles d*un triangle réunis j valent tou- 
jours deux angles droits, 

■ D^mows^âf/ïo». Si Von mène par l'angle^ du triangle 
îig. 3i. quelconque u^jBC,j/2^. Si, une droite AD parallèle 4tu 
côté opposé BC, les angles ABC et EAD, formés sur la 
sécante AB, seront égaux comme correspondans (47)? 
les angles DAC etACB, alternes internes par rapport 
à la sécante AC^ seront aussi ^aux (47) : donc l'angle 
EACy composé des angles EAD et DAC , sera égal à 
la somme des angles ABC et ACB du triangle pro- 
posé ; et en joignant à Fangle EAC le troisième angle 
CAB j'en aura, aut<)ur du point A et sur la droite EB, 
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Jroîs angle» , EJD, DACj CABy équivalens 9 ceux du ' 
îrlangle ABC, et égaux à deux droits (10), 

N. B. Il peut être utile de se rappeler que l'angle EAC 
se nomme angle extérmir du triangle ABC^ et qu'il 
vaut à Ini'seul les deux intérieurs opposés ABCj ACB, 

62. Corollaire. Il suit du théorème ci-dessus, que 
quand deux angles d'un triangte sont respectivement 
égaux à deux angles d'un autre triangle , Je troisième 
angle de l'un est aussi égal au troisième angle de l'autre, 
puisque ce dernier angine , réuni aux deux premiers 
dans chaque triangle , compose de part et d'autre une 
somme égale. 

On voit encore par là qu'un triangle ne peut avoir 
qu'un sept anglo droit, et à plus forte raison qu'un seul 
angle obtus. 

53. On nomme triangle rectangle celui qui a un angle 
droit, acutangle celui qui n'a que des angles aigus, 
ohtiisangle celui qui a un anglç obtus*, et les deux der- 
nières espèces sont comprises sous la dénominatiqn gé- 
nérale de triangles obliquangles, 

W est yisible que , dans le triangle équilatéral , dont 
tous les angles sont égaux (87), chaque angle est les 
deux tiers d'un droit. 

THÉORÈME. 

54* Los, parties AC et BD^ fig. 32^ de deux droites^T\^. li. 
parallèles mlerç/gptéeà entre deux droites parallèles j^ sont 
égales entre elles j et réciproquement. 

Dénwnstrûtibn, Si l'on tire^la droite AD, on formera 
d«ux trfatrgles ABD et ACD, qui seront égaux ; car 
en prenant AD pour sécante des parallèles AB et CZ>, 
on verra que les angles BAD et ADC sont égaux comme 
alternes internes (47) ; regardant ensuite la même 
t^roitE^ comme sécante des parallèles AC et BDy on 



reocrniiioiM querljpa.itmçtes.^^i?^ 'et BjéO sont égaux 
par la Jii»éme> i^kon^ do^lix^ f le côté 'A E^ étant commun 
HUI& dfi»^ trfepgVB^^^^Â^t^^Z), fies triangles àeront 
ég»ux.<lS)i;J«acôté5^(7«t ^tZ>^ ^ppoté& à des subies 
égaiix ^Z>C et BAD^ soiront 49oo'ii;%u3^\« <Sa cfai fait 
le mS^i â^ 1(^ proposition» .. Il e^ scr a dië Jxiénie de» côtés 

BéciproqaçqAent^ , si J0s parties CD e%jiB sont égales, 
ainsiyquelçs parties -dfC, îfiZ>, ]e$: trilogies ^CZ> et 
ABD auront leurs côtés égaux chacun à. chacun , et 
seront par conséquent égaux. L'égalité des angles CAD, 
-^DJÎ^ alternes internes,' éfahlïra le parallélisme des 
droiteJ A'C; WD (47) , et régalité des angles BAD , 
CD^, celui des droites ./f^, (?/>. 

On prouverait, sansphi^ de' difficulté , que les droites 
CD et AB sont égaliçs et parallèles, dès que les droites 
AC et BD sont égales et parallèles entre elles. 

5Sv Corollaire. La proposition précédente ne cesserait 
pas d'être vraie, quand ni'ème les droites AC et BD 
seraient perpeàdîctilâîlreâ^ sèV AB et 6D , puisqu'elles 
seraient touJQùi^spaïaUèléS en^e elles; mais alors les 
parties A Cet BD mesurant la distance des deux droites 
V^Â iqt CD, il s'ensuit que dei^ para}!^» sont partout 
ég4leù:^l;ut éloignées l'une de l'autre, 

THÉORÈME. ■ 

Fig. 33. 56. Si deux droites quelconques AF et GM , fig. 33 , 

• sont coupées par un nombre quelconque de paraUèles , 

AG> Mf^ CI^ etc.,, menées par' des points pris à dés 

distances égales sur la première ^ les parties GH^ Hl> 

IK.^ etc. jde la sf^çunde^j, sejKtnt^aus^i égales entre elles. 

Dêntonstration. En menant par les points G, H, /, etc. , 
Jes droites GJV^, HO, IP, etc., parallèle» à A^, on 
fprmel^s triangles GNH9MOI, IPK, etc., dans les- 
quels lç$ côtés JV G, OJ^^.{P; etc., étant respectivement 
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i^ux à AB\\BC, CD y &|c y ooimnêparaU^les comprises 
enl^e pattillfeléi (S4)i 9ùtX égaux entre eux. Les angles 
NÙHyiJ^f, JP/iS^V^^' ) sibtit égaux comme corresifMni- 
êm^y Ip^t i^appoiit;& la'âécante G^f ; et enfin les angles 
i^NH, HOJty IJN<?i «te. sont égaux , parce qu*îisr ont 
-lès^oôtéspaitallèleê el Couverture placée dans le ménié 
sens (5o). Ces triangles ayant donc, chacun à chacun, 
lin (èôië égél , adjacent à deux angles égaUx , sont 
égaux ( i8j •, ffofa il suit qiàe lés côtés OH, BlylK, etc. , 
le sont aussi. ' * - 

57. Corollaire, Il suit de ce qui précède, que ^Zf est 
contenu dans AF, autant que OH tesi dans G]Si ; en 
sorte qu'oii a cette proportion : 

: , AB tj4F:: ghigm, 

' que l'on peut changer en cette autre: 

AB\Gny.AF\GM', 

, et de cette ^ernière on tire 

'Mx\M luGB :: AF : OM, 
. rdABUGJSlliÀFlGM, 

^c*est' k'àk^ qtt^un nombre quelconque de narlîes de A F 
est à un pareil ncNnbre de paities de Gaf, comme la 
droite entière AF est k là droite entière Gilf. 

THÉORÈME. 

58. Trois parallèles XO^DKjFM^S^. 34, coupent f'iq, 34. 
toujours deux droites quelconques y ^¥ et GM^ en pqr- . 

ties proportionnetfes , .pu d^ w^t^ière qu^on a 

AD:DF::GK:Kivîr. 

Démonstraéim îl peut arriver deux cas : l*. que 
AD soit commensùrablé avec AF, c'est-k-dîrè que 
le rapport de AD avec AF puisse s'exprimer exacte- 
ment psdr^^^ deux nombres. J^e isupposé, par exemple, 
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34 . . A^f^^^^ 

qu'on aît r . . .;,.,. 

si, l^yp conooll la droite y^^dîvîsée en 47 parjîes égale$ . 
jiD en contiendra 26, et DF aa. IVÏenant ensuite par 
toute^ les divisions, des parallèles à FJ/^Iadrotte GM se 
ttouvera divisée en 4? parties égales , dont 25 compo- 
seront GK^ et 23 composeront RM: on aura donc 

• ' ^Z>;DF :; 25:22,/ ' 

' ' GK iKM :: 25: 22V 

d'où il suit ' - '^ > : . ^ 

APlDFVrpKlKM,^ . . :. 
.QQtpI[»3^A pause d«s pi^povMoai: < ^ 

...j ^F:^i>:: 47 S 26, 

' oitf':G^:: 47 : 25; * * 

on di>tlenàî?a encore ' ■ . * '* . 

w^F^: Aï> V.ÔM \GK—^^ 

a®. Si AF et^AD sontfnconmiensùrhbles, on prou- 
vera 9 ainsi qu'il suit > qae leur rapport ne peut êtte iHl 
plus petit ni plus gra|i4 ^ae'^laiide^i&M k^QK^- 

^FtAJ?^::GM.:GJ^,., , :, 
G/ étant plus petit ^y[e GjK. On ,gaut t^i|)ours diviser 
le côté AF en parties assez petites pour qu'en menant 
par tous les points ^e division des parallèfes à FM , il 
en passe une /^i? 9 entre les points / et Tf ; on aura, 
d'après ce qui précédai à cauçe de la coomi^surabilitQ 
à^AFkAd^ 

AF: Ad:: GMi Ge. 

Les antécédeoa de oette propoction étant les mêmes que 
ceux de la précédente , on en conclura cette nouvelle 
proportion entre les corisé^nens de l'une ef de l'autre : 

. AD :Ad;: GI: g?, 

résultat absurdci puisque AD étant plus grand que Ad, 
G/'e$t ^lus pétît (jue Gè. 
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On ne pent pas avoic non ^lus 

jiF}jiD::GM: g/, 

Cr étant plus grand que GK; cal: ayant divisé JiF de 
manière qu'une des parallèles âi^/ tombe entre Icfi points 
K' et I\ on aura 

AF:A(^::GM:Ge\ 
Faisant une nouvelle proportion entre les eonséquens 4e 
cette dernière et ceux de la précédentej on aura 

ADljid'llGriG/, 

résultat encore abstircléy puisque >^jD' étant plus petit 
que Ad', GV est plus gt^ûftâ ^ Ge' tlX faut dSone Né- 
cessairement quelequatrwiiii^ tèrvie de la proportion 
formée des droites.^5;^i>».Ç^,.$oit GK, 
On lire de la proportion AFl4ff*^\ .Q9t^r\, GjfÇ. „. 

AF—AD : AD : ; gm-^gk : gk, 

ou DFxAD\lKM%&Si, 

<Hie^6B AD:DF;:QKlfCM,.. 

en renvecamtle»deuKTapporti(^«). . .{ .> 

59. !•' Cùroîiaire. Si, par le point O, orf tîrt la 
droite GN paraAèle à AF, on aura 

CO=iAD, OJfr=DF (5Qi 

(*) On épmxvrtxti peûMtce quelqne difficalté h transporter aux 
parties de l'ëtendne la notion Ae rapport , teRe ^'on la conçoit à 
ÎVgard des nombres, surtout kws^'il a^agira de lignes inconimen- 
anrabies entre elles { mais l'obscurité disparaîtra , si Ton iaitatleotiott 
qu'on ne peut companiiE^^ti|tt(ligBes'q^^eii kf^.supposant rapportées 
à une commune mesure (5) , et qu'alors leur rapport est Traiment uu 
nombre, o» «nelTraetioit dont les termes sbift czpriniés par les h6m< 
faces de mesi^rift'^omimlnQs ooxnprilea dM «hbqoedtmn. Quoique 
cette fraqtip^ ^çfOi^ d iétre tigçgo^^utfem^nt asçigi^^e d^p^ l^^Ç^ PfV 
le rapport est incommensurable , elle n'en existe pas moins, puisqu'ori 
pent en approcher d'aussi près* qu^tin Tondra j et deux rapports 
încommensuraUes déferont éjae regardéa cfwime ég^ni^^ d^ qu'on 
prouvera que, quelque loin que soit poussée l'approximation potir 
l'an et pour TMitre, leur diffi^nce demearèra toujours n'nUe. 

3.. 
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et, par cp qui précède , 

GOlONy.GKlKM, 
. : GOl.GXllGKlQM. 
Si donc otl febènedanî un triangle iihe droite OK^ 
parallèle à l'un des c^is NM, les deux autres côtés 
GiVet GM seront coupés en parties proportionnelles 
par cette droite. ' 

60. ^^ Cbtè/feir^.'Rêcîproquémtot , Ibrèqtf uiie droite 
coupe dètfx côtéà d'un triangle en * parties proportion- 
nelles i elle est parallèle au troisième. ^ 
Fîg. 35. En e&edt, si dans lo triangle '^^C^^/%*. 35^ on avait 

et que la ligne efûetàt pas parallèle à BC, on pourrait 
inener y parlé poiùt e^ une droite elS parallèle ii" BC', 
et qui donnerait > * 

ABlAellAClAB {5g), 

propojçtion dont les trcti$ premiers termes sant^les mêmes 
que ceux de la précédent^,: il s'e WJit donc que AH:=:Af^ 
que par conséquent les 4roites ef^eE[&è confondent , 
et que la première est nécessairement parallèle a PC 

Fig. 36. 61. 3* Corollaire. \A3t(aXjQBD^'fig. 36 ^ qui divise 
en deux parties, égales Fun des angles B d'un triangle 
quelconque ABC.^ partagç le côté, oppoi^ AC en deux 
segmens proportionnels aux côtés adjacens, c'est-à-dire 
que l'on a celte proportion : 

' ADiDC::A)siÈC. - 

Cela se prouve I en, menant Ç^ parallèle à BD et 
qui rencqntre exi JE, -^5.prolç*pgée, Il .en ^résulte, par 
le ^^ 59, 

AD:DC::AB:BE', 

de plus 9 le triangle C3JS est isoscèljB ; car l'angle BCE 
est égal à CBD, comme alterne interne par rapport à la 
sécante BC, Fangle ^£C l'est à l'angle JBP, comme 
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correspondant par.rapport à la sécante A^ , et les angles 
jéBD et CBD sont égaufx comme moitiés du même 
angle ABC : dpne les angles BCEeX BEC le sont anssi j 
doac 5£ eôt égala fiC (37>,> dpBd.»»lm r . 

AD:D€::AB:BC. j 

PROBLÈME. 

^2, Trotti^^n wiê çuatrfètyi^ - prQporiionntJie 'à .|rt)w 
ligMS données j I^^.N^ f ^. fig. 37», ou ,U quatrièmé^îfi' 37. 
^rm^ ûfe ce/te proportion: ,. . , - . • .. 

m:n::p:x. 

Solution. On tireva dàili^L di'okes kidéfinies ^i? etAC, 
fïiisant entre elles.un- angle .q^elco«iqi:^^.Qn.prencbra snr 
la première , de ^ en -Ô,; une distance ^^^ égale à AT,' 
et de ^ en Z> une distance égale à iV^puis on portera sur 
la seconde;» de A en C, la troiaiëme droite P. Où joindra' 
par une droite les points B et C, et tirant par le point « 
Z>, parallèlement à BC, la droite DE, on aura dans -^fi- 
la quatrième proportionnelle dëlhtrdée; puisque 

jBÏJDllAC: ÂJS (5g), 

ce qui donne 

. ^rJUlNllff^AB. '■ ■. . 

SU les deux droites N et. i* étaient égales entre eHe*, 
la ligne déterminée par la proportiou ' 

serait ce que les géomètres, ont appelé troiMmiB prejhr^ 
tionnelie. La constructioTX de ce cas ne dîffèi'e pas de - 
celle du précédeoft ;, le point C tôinbealoriif en 4^, et la 
droite De , parallèle a Bà y ooupe sur AO la partie Ae ^ 
égale à la troisième proportionnelle clierchée^poisqu'on a 

ABlADllAcl^e, . , 

ou ^ ^ MIN :: Jv:^e. 

63. Deui;^ friangles,s<Mxt sejmfflahles ^Xor^qof^ les smgles 
de l'un sont respectiyement égaux aux angles de l'autre ^ 
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ét^'C|^4eà'<€élA9 qntV^èatwVuiv ctfxItttl'nilM^i «mf 
opposés k des angles éffAcm y et'(}ae i pdar. cette raiioii r 
0û némlÉCF èôi^'hûmok^^aésj âKmt'propiMpUoDnefau . 

C^ deiiiL «cm^tlioki» sont Uéeé e«itm elles jie «Àâiire 
que l'une entraine toujours Vautre. 

Fig. 38. '^^Bém\imdimÊsifA^^ 

Iturs angi^s égaucc chacun à chacun ^ Ujjtra, oâUè hamor 
logiièa ^oni proporHonneis , H di^éùnt^ pdi^kvniéqjMnt 
sembtabkéi ' ' • . i^-. ., jx:i - ■. : 

^^J^mon^^^raùifm* &\ ^o^ pr^dsvr AB^ A€ deux 
]^^ie8 A^,^^Af^ respectivement égales ^ t)Jù et à DF^ 
^ 4i4^Hk ti^ Çf, lesr irianglw Aef^X. P%F seront égaux y 
pui^ve!, par! TigrpQthèse, Pangle. A 4e l'un çst égal à 
lîflïgîe JP de. ïstutre , ç| q\i^ le^ côtés 4e et ^ sont 
ég^Wii a*^^ et i àF^ p^r construction ( i B). L'angle Aef 
é(a|it ^g^ è .^ ; le sera pajr Qon.séque^t à B ^, et 6^ sera - 
parallèle ^ <£</ :. ou au|(|y^Qnc la proportion 

ou DE l ABU DF: AC. 

^ Tirant ensuite GjTparallilétziMtr & ^îi? , on obtiendra 

Af'iACllSG^Bêy 
ou ' DF \ AC II EF't BC y 

puisque BG est égal i ef(^54), qui^l'est à EF. Réunis- 
aanjt çel^te d0ruîèret>irppprtiQ« aj^c 1^ premièife, pfwr 1» 
mpjen dm^poi^t DF l A-C, qui est coinmui:i> à.Pttoa efr 
^ i'^utre ^oqt aju:4 <^tte suite de rapports égau^ : 

j?jB/:'ASy.DF:Aei:EF^:B€y 

dé laquelle tl résulte que les cdtés homologues des trian** 
gles ABCf DEJ^y sont propôrtionneb entre eux. 

. 65. CqroUaire. Il suit de lâ proposition précédente^ 
que dei|x triangles sont semblables, l^ lorsqu'ils ont 
seulement deux angles égaux chacun i chacun , puisque 
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ie troisiktaié kngtë elfe VuA' est iiécQMiirQmeDJt.lépl^ i^ 
troi9%me ttngle de^ranfre (Sa); . : j. • »î; ■. - • 

diculaires. _ ... ..j-^i r.u , -.u 

La seconde partie est éyidente pour les ttriangles placés 
comme ABC et DEÏ^\ car^les angles tels que >^ et i>, 
qui oi3^ letir dufréHul'ejtOur^éçilaiKS le m^« s^m iforxK 

és^a^CS^y >. . ■.,,^ ., ,. ..,^ .^ _ ,„... 

^ A ^'^ég»rd âé^ triangles placés dan9 une ^liuatiQQ.roQr* 
versée, comme le montre la figure Sg^si Vox^ y^olovi^eYii, 39^ 
le cqtéi^F^u triangle PJSF, dejpiai^îèré qu'il en Qoupe 
deux du trîapgle JWCj &i G et eu IP; lés angles AGH 
et />£/** seront égaux comme alferrié^ externes 3^' '^ai* 
rapport aux pi^ràilèles A-B, PE\etï la ^eaiite'iWB?|JÎ^ 
angles vt/^G eiDFE le sei^ont comme alteriiesit^fêrn^^i 
par rapport aux parallèles ^C, DF\ et le triaioate lyÈF 
sera par coAséquent sembtablë au triangle ^G.n^'quMe 
sera lui-mémeau ivikiï^eABÙy puisque fesaftgleê AtîG 
et AGE sont: égaux «ut angles JCByÀÈCy cotnitlé 
correspondans > par f^portaux pctf^anètes GH , BC^ et 
aux sécantes AC y AB/ 

II est 4^ident^qil,ç' 1^9 cè^éaf homologaesi dans le cas 
actuel y sont parallèles entre eux. 

Pour prouver la démîèrè partie , soient les deux 
trîangles^iSCet 2)£rF,j^. 4^, placésde ma:nière quepig. 4^^ 
le ëôté EF soh perpendiculaire stir BC prolongé, que 
DP prolongé' le writ sût AC, et elifln'que DE prolongé 
le soît sut AB^'p^^ le^ïtit -<^, oppo^ au dèté BC\ per-^ 
pendiculttiiré sur JBi^, àà mènera les droites A^ et Aff, 
respective9ilèbt:pàcàUèI^ aaxdÀiûC lâttrea déUtés DF et 
DE , dutjrj,^^ DEFf et par cops^quent pq^ndîçu-; 
laires PupQ.sijr^C, Tautresur ^^5. Les angles ^^^^Q 
et BAH seront droits d'après l'hypothèse ; si l'on ajoute 
k chacun le même angtè ^ÂÉ , ]ies deux' arigTeâ^" résul- 
tans l?-r/^et 'G^^Tiôront égaux ; mais lès angles &AII 
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et EDF, ayant par con8trvctj<|ii {(^urs côté$ parallèle» 
èi leur ouverture tournée dans le même sens ^ sonj; 
égaux : l'angle BAC sera donc égal à ËDF. 
' Menant ensuite, par Te point B^ lés droites BI el BK 
parai fêles aux côtés EF et DE, on formera les angles 
droits CBI et AB^K , desqueb^^ retranchBnrt une partie 
oommiine AB/,"il r.e$tera le» angleç éga]\]^ ^5C, /^/iC ; 
et le éeçond*étçnt égal a DjEF, à çai^e dtu {Parallélisme, 
cles^ droites BJet EF, BK et DE , on eu conclura que 
^i5C est aussi égal à DEF,Les triangles ^-^^^C.et DEF 
. .ayant deux angles, ^gaux chacun à chaçim , sont par 
conséquent semblables. 

On Toit|^ de pluS|^ que les cÂtés homologues soiit eetix 
c|oi sont iffsspectîyement perpendicvilaires^ puisque l'angle 
P étant égal à Pangle jf, le pôté jgi^ est homolt^ae k 
BC^ et ainsi des autres. , ^ .' 

. ,: ; . IHÉOEÈME, . 

66. Djéux ^rktagîès sont semblables lôrsft^ls orit un 
angle égal j chacun" à. àààèun , tican^rii^entr^ des àâlés" 
proportionnels. ; — i/ ,t f r wr^i 

Fig. 33. D4mmtra4àii Si l!aàgle .^^u^îaogte ABC^^. 30, 
est égal à Tangle D du triangle i?JSir,>.ctt..q.u'w ait 
Afi : /?JP y 4Ç\ PF^, Q^. p^'en^ira, 'sur ,Im çôléç AB 
e\ A,Ç 4u,pfemieir trj.angie,Hde^x.p^irl,î^* „ A^. et Af^ 
reftp^çtWement ^S^lçsÀ DE et k DF; .^\raax\^€f^ on 
fof mern le, tria/jgle y^^f égal A» tw^ï^glp P^F (ï6) ;, et 
la dw^itQ,^ ^ii4)ant les.ç^s dutriapg}^ BiAC ep parr^ 
tieiç.pi:oyï>rJbipw](çllcp„ pmsqu'qn «Mira.... ,^. .. . 

' A'Bi DE ôu Ae :: J#C: DFoix Af, 

sera parallèle à BC (fioy. Lçs.anglesi^.et /^ respeç- 
tiyenient fgaux aux angles E et F, le seront au«si aux, 
ançles jfî et C;, et par conséquent l^s, triangles ABC et 
Z>jt/?J, ayant leup angles ég^ùx, ^ ser.Qalt.sQi?iWaWes (64) 



67, Deux trianglee qui (^tU Us cô^$ frofforfi^nneh^ 
chacun, à, eh(^un ^ so^t^e^blahles. ^ . . ...rr '^'' 

DémqmtrcUim<SsnX.y dartii^.lQS, triangle* A0,Çy^MF^ ^ 
cettf suite 4e Tftpp<?rt*îÇgai>t.; ,, • v f \ A 5 ^i. .L 

ABTDE:xA€:I^FliB€ÏÊf'.^ .; : ô. 
Si Pon prend iutJB ané pai*tîfeJ^6 égale k Z>JF, et cjti'oii ' 
mène une droite 4/^paraHëie a jé(?^ les triangles AÈ€ ' 
et u4ef, semblables eïltre etik^(6^)\ donneront 

mais piarce que Ae est égal^ à DJ^^ ions les rapports ^e 
la seconde suite seront égaux a ceux de la première, et 
commQ les àntéeédens sont les mêmes de part et d^autre , \ 
les conséquens seront aussi les mêmes : on. aura 'donc 

Af^DF.ef^ÉF. ' ' 

Il suit de là que le triangle ÙEF est égal au triangle 
Aef\ et commç c^e dernier esJ: .semblable au trîjangle 
^i?C, il epj^^r^i de même du premier, ^ w \ : -. 

PROBLÈME. " V \ 

68. Çonèiruire saruM dtoiu dmîtilè EF^ un iriait^ 

Solution. On peut construire un triing!e eeiàWaMfe^' 
à lin autre, en partâfdt dc^ divers earactëres par ïes€[ttels' 
la similitude de ces figufes est constatée» Si l'oix Teut 
donc former «ur la droite donnée EF, un triangle qui 
soit semblable an. triangle ABC\ on y pai*.vietKÎi:^ , -^ 
1^ en menant par les points -E et F, des drbîtles'^iri 
fassent aven \^^, des angle» jE? et F, iipsp^qtîvement 
égaux aux angles B et C (6i5) f * . 

tP. En faisant au point JS', sur EF, ixû âti^ife^îl^af'i[' 
Tangle B, et portant sur le ttHêDE'A'é cet àngle^ , tiné ' 
distancé DE quatrième prôportîotinéf le aux Trois lîgtiéè \ 
BC, EF, -^^jdé cette manière, les deux trîangfêà feront ' 
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encore semblables , comme Iftylnt^, ciia^iim.à efafiGimy «n 
angle égal Gp^prî(^^nitre«,dc&/)4^ {uropprtic^peb (66) ; 
3**,.IÇafin, ep cbeccht^nt une que^trièniQ pcppQjçUoo-' 
nelJjQ ^ym trois ïigaes BC^ jEF^.^fi^.uxïç ^utre aux 
trois W^ne^BÇy.EFtjiC, et çpn4ir^îsan.t sur les deux, 
lignes trouvées et sur EJF, un triangle DEF\ les trian- 
gles DEF'el ABC seront semblables | comme ajant 
leurs d5tés prbportîoïitieïs (67); ' ■ - 

69. ^^/i* d^ ligncB^ A^j, AG^ AD^ A]Ç^ AF^ qu'ion 

Fig. 4<» voudra^ fig. 4i > mentes par un mente point K j et rcn- 

cohtrèèè pcCr'déuX paraltètes GL e^ BF^ aonfi coupées par 

ces parallèles en parties proportionnelles j èi les coupent 

aussi en parties proportionnelles» 

DémmmstnUion^ Les triangles BAC, (hiDy DJE , 
EAFy ayant deux de leurs côtés coupéd pav «me droite 
parallUè kii troisième, donnent lies propco^tions (5g) 

ag:bg:;ah:BC, 
'-■- AB:HC::Aî :ID, 

' ' AIirDr.jKiRE, 
AKlKEliALlLFy 

et le dernier rapport de chacune étant le premier tJîp la 
suivante, pi> en tire r . ^ , 

AG:BGr^ÀH\HC:xA^ID\lAJ^:Kf:^llALlLF, . 
d'où il résulte ^què t^' AvùiXes' ABiAC, AD^ AJP, 
A F sont coupées en parties pfopôrtionnelLrô. 

De plus^^r les triangles B'AC,GAH^ semblables 
(65), on a ? 

AB:AJJ^:ACiASi:BClGH', 
paû le$ trlatïglçB|(^îD efe Ebfh \> • « ? ' ' 

Ai:iAHtiAD:Ji:vCD:É[)fy 

piar les triangles DAE et IAK%'' 

ÀD : AI r: AS-t AM'i: D^^ ik -, 



par lec^trâti^^ EÀFel KAL^ ' ^ , . ; , , 

AE*.AKilAF\AL:XÈP:'Kt; 
rapports qui sont tous égaux', puisque le secottd de oiaque 
suite est îe premier de "celle fqui- vient après. Ne pre- 
nant d*àbord que ceux quî renferment les lignes me-' 
nées du ]P^nt A , on aura 

\ABiAGÎ:ÀciAH\:ÀD\4](:;4^UK;;AFiAL. , 

Réunissant etisuite les^ rapports qui contiennent 
les parties des parallèles iBFet GL\ il viendra 

£C\ dff^Xi'ci): Bi :: d)è iik :: i^î ^2^^ 

ce qui fait voir qu^ces lignes sont coupées en parties 
proportionnelles. 

PROBLÈME- . V 

70. Dlifiàêt Mifiê droite datmêe, de la même maniStre 

Solutiofi* Soient gi la ligne h diviser^ et HF-la l^«e> 
déjà divisécr On déd^î^^^ sur .cette dernière uii triangle 
BAFf dont les trois çotéf; soient égaux , ce qui s'efEec* 
tuera s^iv^nt le pro^dé 4u n^ a^i^ -en prenant la ligne 
BF ell0-«ièmé pQQT ^aj^ii des deuv: (MMrcles i, décrire 
des points B et F t comme ceptr^s; portant ensuite ^i? 
de ^ en G 9 sur \ coté AB , et à^ A cq L , isar le coté 
AFy on tirevd GL ; les droite» qui joindront les points 
Cy Df E, avete lepdînt A\ eoupebont htr ligne- ÛL 
en parties pr^pôrtionneUe» à^oeUëli de BP', comme 1& 
démande réoonçéicUif la* quQsftièn*. ^ • '' 

Ea etfetr, j>mvp9^.ABj^4Fv jéG<^AL, qUî a« la 
proportion évidente : . • . j 

ABzAGy.AFlAL, 
de laquelle il résulte (60) ^vbâ GL'esî parallèle à i9F. 
Le triangle GAL étant donc semblable a BAF^ don- 
nera cette proportion : 

ABlAGi:BF;iGL', 
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et comme ^ par construction > i?f^=^^ , on aura né^ 
cessaîrcment GL:==AG=gl, CeU posé, d'après le 
théorème précédent, les droites parallèles GL et BF 
sont divisées en parties proportionnelles , ou l'une comme 
l'autre. 

Si la ligne a diviser était g*f, plus grande que BF, 
il faudrait prolonger indéfiniment les côtés ^B et jiF, 
au-dèssouë cle BF\ portant ensuite ^'? sur AB , ^e 
Aea G\ étiur AF, de A en L", on tirerait G'Lf, et les 
' prolongemens des droites? AC^ AD , AE , flîvîseraîent 

G'JL- , aux points JI', F, K\ en parties proppirtionnelles 
à celles âe BFJ 

71. Remarque. La question précédente peut encore 
se résoudre comme il ^uît. 
Kg. 4a. Soit AByfig. 42, la droite à diviser. On tirera par le 
fdiil' A \kYie Atoite indéfinie i/f'', faisant, avec AH\ un 
angle quelconque PAH^ et sur laquelle on portera, à la 
stfiteies unes des àtitres, lés partiel dans lesquelles est 
partagée la ligne dont les divisions sont connues;, on 
joindra l'cfxtrémlté P de la dernière avec Pextrémîté Et 
ddla^^'ligùe à diviser ; puis , pàt les point*'/, Ky L, M, 
J^fj et O; oft'ttièftera:*parallèlementà PJff, les droites 
M;KCy 'LDyjMEyNF, OG qui couperont AH en 
^avti^s proportionnelles à celles de AP. 

'^Oéiettiitlt procédé se 'démodtïre en obsetvailt que 
le ttîéragle A€K , dont lescètés AC et AK feont coupés 
ffAt'Éi parattèle au troisième c6té CK ,donnè (Sg) 

ABtAi:iAÇ:AK:iBC:iKi 

€^ûe te triangle AJ^L, considéré par rapport à la droite 
CK'y dbnne ' • \ 

* AC\AKy.AD:AL\:ÇD'.KLy 
que le triangle AlEM , considéré par rapport à la droite 

ad:al::ae: AJk:: DKiLMy • 

et ainsi des autrçs. Toutes ces cuites de rapports égaux 
s'enchaînent par le moyen du second rapport de cha- 
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cuYie^ qui se trouve le premier daBs celle qui vient après: 
ne prenant donc que les rapports qui contiennent les 
divisions de là droite jiP, on aura 

j4b :Ji:: bc: ik:: en : kl :: de: lM:: etc. , 

ce qui montre que les parties JiB, BC, CD, etc« , AbAH^ 
sont proportionnelles aux, paities AJ ^ IK^Kt»^ etc., 
de ^P. ' . 

On simplifie un p^ ce dernier procédé.i enm&ût^l 
par le poiat H une ligne QH parallèle a AP, et mt 
laquelle on prend^ en commentant au point S, des pai". 
tîes HX,XKy FU,ÙT, etc*, respectiveineot égalçi^i-. 
PO, ON, NM, ML,eic. ; lesdroîtesPH, ÇX,]^^Fj^^iq:^ 
qui joindront les points dq division correspondans , étant 
parantes (54) i couperont la droite ^B eti parties pro- 
portionnelles à celles de j^P ou de BQ, 

72, i^' Corollaire, Si, .dans la figure /^i , }e9 çaritîe^^ 
de la droite BF, et dans la figure 4^, celles d.e. ^P» 
étaient égales entre elles ^ celles de la droite GZi dans, 
la première, et de la droite ^J^dqn8«]a.secpnd,9,, ^^. 
raient aussi égales entre ell^s» .; , . . ,, . , , . .m. l'i 

Il suit de là que le procédé du j^^ 7a.et^ftli|i d«.P®.t U> 
peuvei^t seirvir.f diviser ui^e )jgnje.fIi^oi^ (|jiaç.^n^y)i|^r^^ 
quelconque dç parfie^ 1%^l^ Il f^mi pçnr cela rÇjg^ird^i 
d'aiboràlsi droite BFiJig.^i^, couxmGinàé&ni^j pjuî^,|fig. 4,. 
prenant §ifr cette droite unfi partie BC d^nfà/^^^jidi&ir 
arbitraire , }a pocter f la suite d'elle^mçme un i^Çiinb^: 
de fois égjal à, celui d/es p£ir.|i|ça^,d^i^ l^(|ii^e§.jia Açoifcç; 
donnée (3Z»^qitêtredivv*ée-:^^^geipt F,.çèi se termi- 
neront ce^ iw.ties, fier^.refteéfftitéyde laJigp!B,ifîJP,,fît. 
l'on achèvera la construction comme dans le,^^'.70«\ . 

Par le propre ^up^ 71 >,c'eft ^ur.\a^KOite>u( P^fig* 4*# f -S- i^' 
considérée Gqmpie indéfinie ^ qf^'jl faut. porter. ;çuçc;çssjl7» 
vement des parties égales et arbitraires^ P¥^^\]i^, -^^ 
représente H Kgni; dono^v * * » ' ; ' *^ 

73, »• €Oàx>llaite. La^divîsîon'dés droites ëk -pMés 
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égales , est le fondetteafrdè iaconstruolbii des éehMes^ 
c'est-à-dire des droites qui serrent à mesurer les autres. 
En effet , si Ton a^ait dtrisé d'abord en parties égales 

Fig. 3.1a droite CD^ ^-3, il n'y aurait eu qu à chercher 
eomhlien AB contenait cleces parties, pour avoir le 
rapport de AB à CD , au moins d'une manière d'au- 
tant plus approchée I que les parties de CD auraient 
été plus petites. L'imperfection des instrumens et les 
homes de nos sens nous forcent hientôt de nous arrêter 
dans la division des lignes dont les parties nous échappent 
par leur petitesse; pour étendre nos moyens à cet ^ard, 
on^a iiaaginé la division par les trçm9persale9^ xepré- 

Fig. 43. sentée dans la figure 43 , dont voici la construction* 

Ayant premièrement divisé la ligne ACen unnomhre 
quelconque de parties égales, telles que BC, et vou- 
lant ensuite diviser J?C eki «o nombre de parties trop 

f grand pour que chacune de ces dernières puisse être 
bien distincte, on mènera sur AC, par les points jf 
et C, les perpendiculaires A A"" et CL-, on prendra sui^ 
AA""^ une partie arbitraire Auf, qu'on portera à la 
s\iite d'elle-même autant de fois que Ton voudra faire 
de parties dans BC ( la figure en représente quatre) • 
par les points de division A\ A", A^^ A"', on tirera 
des droites parallèles à AC\ enfin on joindra les pointa 
B et jLpar la ligne tran^persale BL. 

Cela fait, si l'on mène H ligne BK parallèle à CL ^ 
on formel les triangle» BDE^ BFG , BHI, BKL , 
évidemmenï semblables eùtre eus: (65), qui donne- 
ront ces proportions : ' '■ 

bd:bk::de:kl, 
BF: bkmFg :kl, 
Bff:BK::Bi :KLy 

desquelles il résulte, i*». que BD étant le Jde BK, DE 
l'est aussi de KL ou de 5C , qui est égal à KL (54) ; 

2^ QuffSF étant les | oii la i de BK , FG l'est aussi 
ieKL ou deBC; 
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On v^t ppr.là qQ^en. prenant sur la tpreqiiere,.lâ 
secoii^fi jst lÂi li^isîè<iie des ili^îte& paralIëLes kAB , les 
distanoes J'E ,, <v^'G , ^"'/, rcapectivemeût c^le» à 
A'D+DE^ 4"F^FQ,jCa^m, on aura 

i^'fl-f^^^?, :^^î^^. JB+\BC. 

Ceci suffit pour mohft'er comment on peut éonâtruîre 
une échelle de transTer^ales atec dea divbio^s queV 
conques, et Pusage qu'on peut en faire. , 

Une semblable échelle prend lé nom d^échelle dé 
dixmes quand ètlé contient' dix parallèles à ^ï?,' parce 
qu'elle db'ûttèalbt'd lès. dîilfcûi^es de J>Cl ' ' ' 

■'V7. THÉORÈME.'/ .^. .^ï/ ... 

.74- Sij de. i^aiiëgieidrm4 d'Un érùmgU reùtangiéj ' bn 
abaisse um jnerpendicuiairè sur -le ûôU oppmê], qt^^ovi^ 
nommé bypciténqsQ^^i^. eMey^fpénd^ulmtiB pàr^gera 
le triaagUpn deux autres qui lui seront Sj^mîkiilés, kê 
quile seront par 4çnsiquent 4t^tre^fax i ' '^ ' ^^ '^ ' 

a^ EUê dipisèra fkypQêinmê êfi dmi^^pàiiXsé ^éû 
se^neas> teh qu^ aJtaque ^àtà'de l^Uifgèi^drùît'éepi^ 
moyen proportionnel enirele^^egtnentijuitin \fist ad^* 
cent j et l^kypoéénusê entière/ 

3°. La perpendiculaire sera moyenne proportiùnhettè 
entre lesrdéujjiiiegtnens de H* hypoténuse. *' . 

Déntonsimtion. Le^i^îan^lè ABCfftg. 44 > étant éup*> tigi 44' 
po64.j[%ctfli^lei en .£fy.et ^£> étant perpendiculaire sur 
ACt les triangles ABCtt ABD serotKt sëiti^Ues^ (65^7 
car ils auront, chaiDim à chsioiin, .dèdx angles égaux , 
savoir : l'angle A^ qui leur çst 4^omtiun , et l'angle droit 
ABC, dans le p^ami^ > égal, à f angle droit ADB^ dans 
le second. Le .tr^ugle fiJ^C e^t ^ par lf|s,méine^ i:ta,i^pp^^ 
semblable a\i triangle ^^C, puisque l'^i^gle C leur çs^ 
commun, et quç f angle BDÇ dei*un est droit» ainsi 
que l'angle Jfj^C de l'aiutre. 



48 -éttéiÉSKfl 

tr^i^e»j4SD et 3DC avec l«4wangle -.^^C^ -en ob^. 
sef^nFqirehés an^es Jbïlf'et'éBt) sôùt respective- 
ment ^Sgatft^aiK xrhgtéi C' et' -rf/ - «H 'tH)aTèra';'. ci^tve 
leurs ^ôté^J|oop^çties^ ces pi;ap<^^ 

qui constituent la Jeboé Je par^cTde la proposition. 
^' ComptttftVii'^Mtite 3«B trî^ngict A£&\^BCD l'an 
à Pao^re^ onaura • 

ADl)BB\\BD\CD, 

' ce qbi forme la Iroîsiëme partie de l'énoncé ci-desèus. 

^5. Corollaire n, 11 suit., duthéprëme précédent, que 

les trpis côtés d'un triangle rectangle étant rapportés à 

.^uhe. mesure commune, la .seconde puissance du nombre 

\ JS^ exprimtÇ la longueur de l'hypoténuse est égale à la 

.. sqmivie .des secondes puissances des nombres qui ex- 

^ priment les lopgueurs des deux autres côtéa. 

En effet , les proportions • 

4D:.JBHABIJC/ 
CDiBC llBCiAC 



donnent 






•^entij6titanl-<^l>avec C£>,'oti a' - * - 

11 suit de là que l'on peut trouyei: Jfljjçpqj^éouse d'un 
triangle rectangle dont on a les deux autres côtés. Sî > 
par exemple, AB^dy j5(5==4, on aura 

On peut aué^'trjpûi^ ip"dî^^<«ôté8j4e l'angle droit , 
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qttaiid omacmuà^îtfVmÊànffe^l^sjfàt^^ que de 

^*-=t 169 ^ 144 i= 25 , d'où ^^ i= 5. 

En général , 4Q^\^Aê+BçUs=\/ Jcl^Bc!' 
XïttQaÈMJE. 
76.* i:ek.^iLkVcd«dkl^f»> 4rian^ i^mhonqm étant 
rapportés à une mesure commune^ ^ exprimèa par cotit 
séquent en nomb7^s^\9i^ de f'exp^mité de Pun quêl^ 
conque de ces. côtê^^ qn flhaisse une perpendiculaire sur 
Vun des deux autres , là seconde puissance du premier 
sera égale à la somme dtà secondes puissances des der~ 
niersj moins deux fois ie prùduii du côté sur lequel 
tombe ta perpendî^utaire ^ par la distance de cette per^ 
pendiculidre à t^àngte opposé au premier côtêj si cet 
angle est aigu ^ et plus deux fois U même prùduit^si 
cet angle est àbius : 'ifest-à-dii-e qu'on aura ^ dans le 
premier çasj fig* 4^ ^* 4^; 

ÂC*= ÂB *+ BC*_ 2 a5" X BD, 
et dans le deuxième ^ fîg. 47 > 

ÂC = Ib V m^ 2 AB X BD. 

Démonstration. Q^and la perpwidîculaîre CD, fig. 45, Fig 45. 
partage ABC en deux triangles, ACÙ elBCQ^ rec- 
tangles en £> , le premier doni^e d'abord , en vertu du 
n* précédent, . .:._... 

et Pon tire du second, " ^ 

D'âpres cette valeur dç Cf) , tseUe de 'jlc devient 
Géométrie. i4« édition. A 
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mais il e«t visibltt que . AD = AB — BD , nombre 
dont le quarré est ÂB""— tiJB XBD + BD C) : 

mettant cette T&leur dans Pex pression de AC, on aura 

enfin 

AÇ^^ Afii '^îiAB Xi Ba + BD ^BC --- Bd\ 
ce qui se réduit à 

AC^mAAB''+lBC*^^ABxBV: 

Fig. 46. Datis là figure 4^1 on la perpeudiculs^ire tomlje hors 
du triangle, la dîfFérence consiste en ce que 

AD—BD--AB, 

mais on.i^ tov}our8 poux: le quarré, 

1 -. AB ^TaB yCBD ^-Jd] 

aîi^i AÇ a la même valeur que ci- dessus : voilà le pre- 
mier cas du théorème. 
Fig /|7. Lorsque Ic^ côté AC,fig» 47» ^s* opposé à un angle 
obtus, la perpendiculaire tombe nécessairement hors 
du triangle ABC-, on trouve encore par les triangles 
ACD et BCD, rectangles en D, 

aCz=zAD^+'cd'1, 'cd—Ibc^—bd] 

on en oociiîliftt 

AC^= JîJ*+ ^*— Bd\ 
maïs on a AD r= AB -+- j9D, valeur dont l« quarré est 
^ + 2!3^ X BJ:) + BD ,et de laquelle il résulte 
^ ^*=: i^ V 2^ X ^ 4- /Îd''+ J5C*— BD, 

{*) Dans cette proposition, où je regarde les lignes comme e'va- 
Itices en nombres,' j'ici cii\ 8n{>pôsèr connue la composition de la> 
seco^^e puissance d^na nombre égal h la somme ou h In diiFeVence 
dedeur autres, composition h laquelle on peut d^ailleurs parvenir 
partâ nisoiinmnent âïél ^ sans le" setxjurs des caractères algébrique». ^ 
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ce qui se réduit à . 

tel est le second cas de l'énoncé. 

iV. B, Les parties AD et ^I> déterminées sur le côté 
AB^ par la perjpendîculaire CZ>y se nononent segmem. 

77. Corollaire. En rapprochant ce théorème du pré* 
cèdent y on en conclura que l'on peut ,/ lorsqu'on 
connaît les trois côtés d'un triangle , déterminer 
si Fangle opposé à l'un quelconque de ces côtés est 
aigu , droit ou obtus. En effet , dans le premier cas, oà 

AC^='Ab''+BC^— 2AB X BD^/\\ est évident que la 
seconde puissaoce de AC est moindre que la somme 
de celles des.deu^ autres côtés AB et BC. Dans le 
second cas > l'angle B étant droit, on a seulement 

ainsi la deuxième puissance de AU est égale à la somme 
de celles des deux, autres côtés. Dans le troisième cas 

enfin, où AC" = AB" ^ Bc\ -lAB X Â^, là se- 
conde puissance de AC surpasse la somme de celles 
des deux autres côtés. 

Ces remarques étant appliquées an triavgfo deifet les 
côtés sont exprimés par ^,7,8, et leurs secondes puis- 
sances, par 25 y 49 ^ 64 , il eh résulte que l'angle opposé 
au côté B.Q^t ibigu , ipaisquela «econde poissauce de ce 
côté étant 64 , se trouTC moindre que la somme 74 det 
secondes puissances des deux autres côtés. 

Il est bon d'observôF que l'espèce de l'angle opposé au 
plus grand côté, fera connaître celle da triangle (53)* 

DE$ POLYGONES. 

78. Les surfaces planes terminées par un assemblage 
quelconque de lignes droites^ se. nomoient /Wi(^^>«»f««. 

4.. 



Le plus simple de tons est le triangle. T^es polygones de 
quatre côtés se nomment en géoéral quadrilatères; 

de cinq, pentagones; 

de 811,, hexagones; 

de sept, heptagones ; 

de huit, octogones; i 

de neuf, ennèagpnes; 

de dix , décagones; 

etc. 

On ne pousse guère cette nomenclature au-dela dn 
polygone de dix côtés, que pour le dodécagone^ poly- 
gone de douce côtés, et le pentédécagone ^ qui en a 
quin^. 
Fig. 48 Dans les figures 48 et 49 » ABCDEF représente un 
«^ 49* polygone de six côtés ^ oi| un hexagone. Tous les angles 
de la première figure ayant ]<3ur ouverture en dedans 
du polygone , sont des angles saUlans ; l'angle DEFde 
la figure 49 ^^^ ^^ apgle rentrant ^ parce qu'il a son 
ouverture en dehors du polygone. 

Les lignes telles que Cj4y CF, etc., tirées entre des 
angles du polygone , qui ne sont pas ad}acens au même 
qôté^ se nomment diagonales, 

79. Parmi les quadrilatères on polygçnes de quatre 
o^bés, on dérigne particulicrement sous le nom de pa^ 
n»Wiicymii«me^cdui dont Jefi côtés opposés .sont paraK 
Fig. 5o. lil«» jiBCDyfig. 5o, est u^ parallélograinme. . 

Il suit, dtt n" 54 » ***• q*^ cliacwne des diagonales JC 
et Jfi>, partage le paraIlélo^amm;q en deiix, triangles 
égaux; . 

7^. Que Ie& côtés «pposés, JBeX DC, AD et BC^ 
d'un |mFaU[élogt*amQ(ie^ /SQA^ roapeciivemenlf égaux ; 

3^ Que, réciproque«ient, si lei côtés opposés d'une 
figure 4^ quatre celés sont ég^uX} ou bien si deux cOtés 
ppipasés sont i^aux et parallèles > cette figure est un 
parallélogramme. 



f 
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THÉORÈME. 

80. Leâ deux . diagonales A G el 6D d*un paraJU-- 
iogramme se CQupenl muiutUement en deux parties 
égales. 

Démonstration, Les triangles AOD et BOC sont 
égaux (18); Car les côtés AD et BC sont ^aux |)at 
Phjpothëse , les angles DAO, OCB sont égaux comme 
àltemies internes, par rapport à la sécante AC et aux. 
parallèles AD, BC, et les angles ADO et OBC, le sont 
aussi comme alternes internes , par rapport à la se* 
cante BD : donc AO=OC, DO = OB. 

THÉORÈME. ' 

8i. En joignant l'un des angles d'un polygone à 
tous les autres^ on partage eè polygone en un nombre 
de triangles égal à celui de ses celés j diminué de deux 
unités. 

Démonstration. Cette proposition est presque évi^ 
«lente pAr l'inspection de la figure 48^ où l'on voit qneFîg. 4^. 
les diagonales CA j CF-y CE , menées de l'angle C aux 
aqgles A^FetE, partagent le polygone ABCDEF, de 
six côtés, en quatre ti-iangles, ACB, ACF, FCE^ ECD. 
On se convaincra qu elle contient à im pcAjfpne, d'un 
nombre quelconque de côtés , en observant que les deux 
triangles extrêmes , tels que ACB^ ECD , «ntre lesquek 
seront compris tous ceux que yteut renfermer le poly* 
gone proposé', coht7éH4r6iiift chaettn dett de /ses ofttés , 
tandis que tous les autres n'en contiendront qu'un seul : 
il y aura dbric dân^ ces deux tri«agles quatre. adtés du 
polygone'; le nombre des tritltigles întcnmkédçaii^s sera 
par conséquent égal k celui ée» côl^s du polygone, 
diminué de quatre; et le bc^bre total des triangles sera, 
comme le poî-te l'énoncé , égal â <selQi 4e$ edtés ^n po-- 
lygone, diminué de deux unités. - . • . 
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• 82. Corollaire* Il suit de ià (j|ue ia somme de tous les 
angles intérieurs, ^^5(7, BCD, CDE, DEF, EFA, 
FABy d'un.poij^one , vaut autant. die,. fois deux droits 
qu'il a de edtés moins deux , puisqi^e oette somme se 
compose de celles des angles de' tous les triangles 
ACB^ ACFy FCEy ÈCD , qui Talent chacune deux 
droits^ et que le polygone contient un nombre de ces 
triangles 'égal à celui de ses côtés , diminué de deux 
unités. 
, Dan», là figure 49 > l'angle rentrant Z>£F est. Sx te- 
neur ^ et non pas intérieur. En faisont partir les diago- 
nales du sommet E de cet angle > on voit évidemment 
qu'il est remplacé dans la somme des angles intérieurs, 
par celle des angles VEC^CEB^ BEA, AEF, et que, 
réuni à cette dernière , il forme quatre droits (i3). 

THÉORÈME. 

83. Sillon prolonge dans le même sensj contm^ dans 
Tig. 4^, le premier polygone de la figure 48, tous les côtés d^un 
polygone qui n* a point d* angles renlrans j la somme des 
angles extérieurs^ formÀs par chaque côté et par le pro-^ 
longement de celui qui lui est contiga j est égale à quatre 
droits^ quel que soit d^ ailleurs le nombre des cotés du 
polygone. 

Démonstration^ Chaque angl« extérieur 1 comme 
4iAB, réuniiaTdc Fintérieur i^^^^F auquel il est adjacent^ 
forme une somme égale m deux droît^^ et qui set trouve 
r^>etée5poar tout le polygone , autant de ftiisqu'il a de 
côtés ou d^auglQS : la so»me des angles, tant extérieurs 
qu'intérieurs, vaudra donc autant de foâs deux droits 
que le fK>ly^nea.âe côtés. Betranch^nt de cette somme 
celle des, angles intérieurs, égale à autant de fois deux 
droiu que lo même polygone a de côtés moins deux ^ 
il restera deux fois deux, droits-, uu quatre di^oits, pour 
la somme des angles extérteuis^ 



84. Remai^ue, Deul potygoaes sOfht égaux lik'sqVib 
sont composés d'un môme' nombre «le trrtUgltt égittt 
el fiemUablement dîsposés ,,ôti assemblés :dft U'méme 
manière ; car il est évident que , placés i'ûn sur Patrtre, 
ces polygones se cqurriront parfaitement.* 

THÉORÈME. 

85. Lornqiion connaît tous les côtés d'ïtn pofyffjne, 
fà l'exception d'un seul, et qu'on connaît aussi les attg^sê 
compris entre lés côtés donnés ^ le polygone est déteméàié^ 
et peut être construit. 

Démonstration. En effet , si , duns le polygottiï ÂBC 
DEF, on connnît lès côtés 4B, BC, CD y DE, EF 
et les angles qu'Us comprennent , on pourra, sur A^B' 
s=zuéB, faire l'angle J'B'C = ABCl^a\é prendre 
j&'Cr= BCy faire au point C, sur B^C, Vangle B'CD' 
s=zBCD^ puis prendre C*D^t=i CD j faire au point D\ 
sur CD\ l'angle CD'E'^=lCDE^ puis prendre D' E' 
=iDE\ faire au point E\\\w^^D'E*P'=^DEF, et 
prendre enfin E^Fr^EF. Étant parvenu ainsi au point 
jP', il n'y aura qu'une seule manière de le joindre avec 
le point A\ et de fermer le polygone jfB*CD*E'F. 

Il est visible que ce polygone sera égal , dans toutes 
ses parties, au polygone ABCDEF\ car si on le porte 
/S&r ce dernier y en plaçant A' B' sur AB, à cause de 
régalité des ïmgles ABC et A'ffC, le côté ÏÏC txkn- 
Ixîra spr^son égal BC\ et contiuaant ain^i de p^chevea 
prpc)ie,'Oii preoonnaitra que le« pointa \A' ^B'yG^JSfy^ 
£', F' tomberont refipectivemeut &iir les |Mst|its^.^i^y 
C y Dy E yF \^ d^oà il suit que .les deir& pol|)rgonefe M 
couvriront par£aitenleitté . . .. < 

86. Bétnarque, Il y a plnsievrs autnes ca^ 4'égalk|é 
entre deux polygones; je rfai voulu douuer'dan^ lé 
précédent qu'un exemple de cette égalité , p4»ur "yiâttitrc^ 
qu'un polygone^d'tin nom^bre qoelconq^Ée JVf^de %Més, 
et renferixiant par conséquent iia nomlire iVdfaiigiesy 
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oe qui fait en tout 2xV choses , est déterauné par la 
connaissance àe :2N'rT ^ -^e ces choses. Onv observera 
ici , comme on Fa àA ranar<{tteE dans les différens cas 
d'égalité des triangles ^ - g^ç i^ i>r angle» ne doivent 
compter qii^ pour iV*— - 1 données^ puis(^ue leur somme 
est. toujours donnée (82). 

87V On ncmme polygones afimbiaUea oèux dogut les 
angles sont égaux ^ et dont les eôtés bombloguos (on 
semblablement placés) ssKit firppdrtiffnn^. 

THÉORÈME. 

o8i Deux polygones composés cFun mJémê nombre de 
triangles semblables chUewk. à chacun ^ et semblable^ 
ment disposés j ont leurs angles égaux cluicun à chacun, 
leurs côtéé homologues proportionnels j et sont par con^ 
séquent semblables^ 
Fîg, 5%. Démonstration, Soient BAl^bC ei baedc,Jig, Si, 
lé$ polygones proposés; les triangles ABd abc y étant 
ftemblables, ont leurs angles égaux : ainsi Pon a 

i?=i, BAC=bac. ^ 

Parla même raison, les triangles ACE et oce donnent 

CAEz=icae, CEAz=±cea\ 

d'oiî it Suit que l^angle BAE , formé <!ies angles SAC 
et C>^i?| dans le premier polygone, est êgaf'à Fangle 
hœ , formé des ailles bac et caé^ dans lé second. On 
prouvera de même l'égalité des angles AED et aèd^ 
EDC et edc) quant aux dertiters angles .SC*2> et bcd^ 
il est visible qu'ils sont égaux, puisqu'ils sotit formés, 
Tondes angles BCA, ACE, JÈ6Ï>, Pautrè des angles 
hca, (tce, ecd y qui sont respectivement égaux aux 
prettti^rsv'ootnine angles bodoolisgoes d&^iangles sem** 

£ti'AMim«int lespf^po^lohsqoi fésti^eiift de^k stmi*- 
litudedes triangles ABC^^iOfùyAGEn^aieû^ ECD 



Le premier rapport de chaque suite, lotiûë' par les 
côtés qui sont communs aux triangles ad jacens > étant le 
même que le ëernièr 4ê ia piéoédentey ces vappoiti aoiit 
toaségaiuLetitre«fux: ëa bs' planant doue qûe^oaix?qlaiti 
contiennent le» odié» des po^ygnes » iWiendu ' 

BC\ bc :: AB : ab :: u<-E ;a* :: .Pi> : ed\: CDicd, 

ce qui prouve que les côtés homologues sont prpp^r 
tionnels. 

THÉORÈME. 

^.Lorsque deux polygones sont semblables j Us sont 
composés d'un même nombre de triangles semblables, 
chacun à chacun j, et semblablenient disposés. 

Démonstration^ Puisque, par l'hypothèse^ les aiiglps 
de l'un d,es polygones sont respectÎTement égaux àœux 
de l'autre, et les côtés homologues 4^ premier sont 
propoi*tionnels à ceux du second, on aura d'abord l'angle 
jff égala Paille é, et 

JBClbcllJBlab'^ 

d'où il suit que les triangles JtBC et abc çont sem- 
blés (66) : les apgles BAC et bac seront donc «égaux. Si 
on les retranche dea angles BAS et baei, égaux comme 
appartenant aux polygones, les restfîs CAE eteae seront 
égaux; 4e plus| les triangles semblables ABÇ et 
abc donnant AB l ab II AC ; ac, et les poIygo9es 
AB : ah WAE Z w, Qn aura . 

ACXac\\AE\ae\ 
d'o& il stiit. qne les triaiiglissi CAE^ oae sont%ai»eore 
semblables (66). On prouvera de même la similitude* de 
tous les triangles de chaean dos jM>lygoncS', eA^uolqiie 
nombre que strient ces tiHansgles. '.. 
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PROBLÈME. 

90. Construire sur une ligne donnée^ un polygone 
semblable à un polygone donné. 

Solution. Soient hc et BAEDC la droite et le poly- 
gone donnés; on fera sur hc y par Tua des procédés du 
n^ 68, un triangle xibc semblable au triangle ABC^ ce 
qai déterttiinera le point a \ pour avoir le point e, on 
fera de m^me sur acy un triangle cae semblable au 
triangle CAE , et ainsi de suite. Le polygone abcde sera 
semblable au polygone ABCDE ^ puisqu'ils seront com- 
posés l'un et l'autre d'un même nombre de triangles sem- 
blables cbacunà cbacun, et semblablement disposés. 

Si Ton portait le côté hc sur BÇ^ de C en h', il suf- 
firait de tirer par le point h' la droite b'a^ parallèle à 
BAy puis, par le point a la dro.ite aV parallèle à 

. ^^iCtc, pour former les triangles è'jCa, a' Ce', etc. , res- 
pectivement semblablei» aux. triangles BCA,ACE , etc. ; 
Je polygone UdedlC serait construit ainsi sur le <:ôté 

' donné, et semb^ble au pplj'gone BAEDC, 

91. Remarque. Dans ce qui précède , j'ai mené 
foutes les diagonales d'un même angle; mais on peut 
partager des polygones en triangles de plusieurs autres 
manières^ et les propositions ci-dessus s'étendent éga- 
lement à ces cas, parmi lesquels il en est un qu'il est bon 
de .connaître : c'est <;elui où on lie tous les angles du 
polygone aux deux extrémités de l'un de Ses côtés. Ce ' 

'"'g- 5u. ofts est représenté dans la figure 62 , oii l'on a joint les 
points C, Z>, E aux points ^^ et j5, par des diagonales. 
^ I®. Il est clair que la position des trois premiers est 

iixée^ à l'égard de la droite AB^ dès que les triangles 
ABC y ABD\ ABE sont donnés; et l'on voit bien 
évidemment de cette manière., que,.poi^r dé^rminer 
un polygone, il ne faudra qu un nombve de triangles 
moindre de deux unités que celui des angles on des 
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cotes du polygone. Oa voit au^^ que si IV désigne 
ce dernier nombre, la détermination de U figure dé* 
pendra des 2 (IV— a) lignes menées de chacua.des angles 
de la base 9 et de cette base; ce qui fait en tout aiV-— 3 
données (86). 

2^ On démontrera sans diificulté , à peu près comme 
dans les numéros 88 et 89 , que si les triangles j4BC et 
abc^ ABD el'àhd, AÉE et abe sont respectivement 
semblables, Tes polygones ABCDE et abcde le seront 
aussi, et que, réciproquement, si ces polygones sont 
semblables , les triangles corresponclans le seront eux* 
mêmes (*). 

THÉORÈME. 

92. Si Von tire dans deux polygones semblables^ 
deux droites qui soient semblabiement placées dans 
c/iacun d'eux y t' es t'a dire qui passent par des points 
semblabiement placés sur les côtés homologues ^ eè qui 
'fassent apec ces côtés des Angles égaux entre euxj ou 
bien qui coupent j dans chaque polygone, deux côtés ho^ 
■mologues en parties proportionne lies ^ ces droites seront 
proportionnelles aux côtés homologues des polygones^ 

Démonstration. Soient les droites CF et gf, menées 
par des points G et ^ où Ton ait BG l bg II AB l ab^ 
et sous des angles FCB ei.fgb qui soient égaux; le& 
triangles BG€ et bgc seront alors semblables, à cause 



(^) JU'firt^ckileTCr ics f)l«is n\cat queicoliû dé ccittanrttiro sur 1« 
papier, ^ polygonçf semblables h cieuxqu^ fonoeot sur le terr»wi 
les points aont on veut connaître les situations respective». On .voit 
qu'il doit se réduire , en dernière analyse , h concevoirces points lie's 
encre eux par des triangles , et à mesurer sur cos triangles un nombre 
suffisant d'ai)g){e& ou de cistes , pour pouvoir en faire de Aemblikhlee 
sur le papier, suivant les procédés du numéro 68. Voilà tout oe 
qu'on peut dire, sans entrer dans le détail des instrumens propres 
h mesurer les angles ; détail déplace dans les traités généraux, l^peu 
près iniatdli^le pour let persMines qui nVmt pas vu ces instrU- 
mtt$9, et superflu pour celles qui le^ coonaisseut. 
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des angles ég%ux B et ^, et des côtés BGetbg propor- 
tionnels k BC etkbCf puisque les uns et les autres le 
sont -Il AB et à ab : on a donc 

' 'CClgçllBGlbg^ ou ::AB:ab, 

et BCGsi^bi^y €GB:sBcgb. 

Oa coijcïut de là que GCF, ou BCP*-- ÈCG, est égal à 
gcfy ou à bcf — bcg\ et parce que FGB-^f^y ou aura 
CGFy ou FGB-^CGB, égs^l à c^ Qif kfgb—cgbi 
les triangles FCG et fcg seront donc semblables , et 
donneront 

FGi/g i: FCz/c :: gc:^ ou :: ab: ab, 

puisqu'on a ci-dessus GCl gç II AB l ab, 

' Si, au lieu de fiiire fes angles FGB etfgb égaux, 
on prend les points iF et/, de mantèfe que FC Ifc :: 
BO l bgy les triangles FCG eifcg seront alors sembla-- 
bles, comme ayant «n angle égal cotnfirrs entre des côtés 
r<i^P9>^tioçine,lsf on aufa les meniez conclusions que ci- 
dessus t et l'on prouvera, dans ce cas> l'é^Uté des angles 
FGB etfgb. . 

THÉORÈME. 

. . - .■ t • ^. • ' ' ' ■ 

93. Les contours de deux polygones semblftbles sont 
enff^fi^fiomfn^ ^ ^0^s homolçgup§ de Qé(s polygones. 

Démonstration, Les polygones sembhibles ABCDE^ 
abcdéûùfùtkevkt cettte suUe de rapports égattx ? 

AB{ab:iBiC\bc:\ tDlcdV. DÈlcîeiiJElae, 

on en conclura . 

AA'^£€^C£L^DE^A£ lab-^bc^cd^de +aê 

,...♦ i..M.' r„ . -. Il AB\dby ' 

c'eit*dh^e que ^ - 
1^ po^tç^LÇ; ABÇPP :.fliM. <?^ntom; i^ifçd^MJB : ab. 
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DE LA LIGNE DROITE ET DU CERCLE. 

94. On a TU dans le n^ 28 , que Ton De pomvràt laaener 
d^un même point à une ligne donnée trois droites égales; 
il résulte évidemment de là qu'une droite et un cercle 
ne peuvent se coapei^ en plus de deux points. 

Toute droite qcii coupe la circonférence du cercle, 
et qui est prolongée. en dehors , se nomme sécante. EF^ 
fig, 53, est une sécante. » . «g. • 

La partie CD de cette droite , comprise dans le 
cercle, ^ nomme corde. 

95. On dît que la corde CD qui pajs^e par les extré- 
mités d'un arc quelconque du cercle CGD , èoutenJ 
cet arc \ mais il faut observer que la même droite 
esX aussi la corde de Ifarc Ç^D qui, jeiot k CGDf 
compose la circonférence entière. Lors donp qvt ie - 
premier arc sera moindre qi|e la demi^circonféreno^y 
le second sera nécessairement plus ^rand. 

96. Lorsqu'une corde passe par le centre du cercle i 
on lui donne le nom dé diamèire.'LA droite u4Bj qui 
passe par le point O, est un diamètre^^ 

Tous les diamètres du cercle sont égaux, puisqu'ils 
sont composés de deux rayons^ et que tous ces rayons 
spnt égaux. 

Il est visible que le diamètre est la plus gt*ande des 
droites que l'op peut tirer dans la circonférence duucer^ 
cle, puisque toute autre corde ÇJB est niQin^req9i;^ la 
somme des deux rayons menés par ses extrémités (l5). 

97. Le diamètre j4B partage la circonférence en 
deux parties égales; car si l'on plie la figure le long 
de la droite vtô, la pairie AGB'à& lé ûiik'ouféièence 
doit se confondre avec la partie AHB ^ sans quoi tous 
les points de l'une ou de l'autre ne seraient pas ^alç- 
nient éloignés du centre O, 

Le^nême raî'sorinement prouve aù^^i que detit ce'rcfes 



décrits du même rayon sont égaux; car il en résulte 
que si l'on place le centre cfe l'un de ces cercles sur 
cèlnî dé Pautre^ leurs circonférences doivent se con- 
fondre. 

' ' ÏHÉORFME. 

çS* Si l^ùn perte un arc quelconque^ dé éèrcle sur un 
autre. arc du même cercle^ ou d'un t^rcie décrit du 
même rayon (jue te premier j de manière que' de^x pointe 
quelconques de l'un des arcs tombent sur Vautré, et 
que les convexités soient tournées du même câiéj le plus 
petit de ces arcs se confondra dans toute son étendue 
avec le plus grand. . 

JPémonetraiioh, En effet, si l'on porte l'arc jfC^, 
l'*ig. 54.y^« 54? sur j4E , en inettant le point A' sur le point j4, 
et que le point C tombe en Cy la corde jfC couvrira 
exactement jéC\ et comme les rayons O'A' et O'C 
sont égaux aul rayons Ojé et OC, le point (/ se 
trouvera sur le point O (20); dès lors tous les points 
de l'arc jf O doivent tomber sur ceux de l'arc jiC, puis- 
que les uns sont autant éloignés du centre O' que. les 
(autres le sont du centre O: donc l'arc A'C se confon- 
dra avec l'arc j4C (*). 

99. Corollaire, Il suit de là queydans te même cercle 
ou dans deux cercles décrits dû môme! rayon , les arcs 
dont les cordes sont égales, ^nt égaux', pourvu toute- 
fois qu'ils soient de même espèce , c'est-à-dire qu'ils 
soient tous taoindres que la demi-cîrconférence , ou 
tous plus grands. En effet , lorsque les cordes sont placées 

(*) La propriété de la cicconféreBce du cercle déntopuée ci-detsn^ 
C4t d'auunt plus remarquable qu'elle n'apparlieBt qu'à celte courbe 
et h la ïigue droite, et qu'elle rend évidente la similitude de toutes 
lés parties de la drcotiféretice do cercle , ou l'unîformîfé de sa cônr- 
bitre. Telle est la raison qui m'a engagé à donner & cette proposiiion 
un «Qoncé dilFéreni de celui qu'on Crouve .dans la plupart des UviTs 
élémentaires , et qui fait Tobjct du corollaire suivant. 
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l'une sur l'autre, comme dans le cas précédent, le»ar<si 
se couTreût exactement. 

Là proposition réciproque est également Traiç; c'est* 
à-dire que quand les arcs sont égaux (dans, un même 
cercle ou dans des cercles décrits du même rayon), les 
cordes sont égales; car les arcs kant posés l'un sur 
l'autre, et se wuvraiit exactement, les ej^trémités du, 
premier se confondent avec celles du second. Ainsi ,r 
AC étant placé sur ^C, de nianière que le point A' 
soit sur A , le point C soit sur C, les droites AC elA'C 
se couvrent exACtement , et sont égales. 

THÉORÈME. ' 

1 oo. Dans un même cercle ou dans des cercles égaux, 
le plus grand arc a ki plus grande corde j et récipro- 
quement , potanhà toutefois que les ares quel*on eompare 
soient moindres que la demi^Tconfk^nce, 

Démonstration, i**. L'arc AÊ étant plus grand que 
l'arc ACy l^angle AO<JE sero. visiblement plus grand que 
l'angle AOC^ei parle n" 19, le côté AE du triangle 
AOE sera plus grand que le côté AC du triangle AÙCf 
puisque ces triangles ont, chacun à chacun, deux côtés 
égaux; 

2**. La corde AE étant plus grande que la corde AC, 
l'angle AGE sera plus grand que l'angle AOC t V^c 
AE surpassera -donc l'aro AC. 

PROBLÈME. 

101. Deux arcs du même cercle ou dç cercles égai^ 
étant donnés, trouver le rapport de leurs longueurs, 

Solutioru li est évideot que la question propotée se 
résoudrait comme celle du n* 5 , si l'on pouvs^it porter 
les arcs de cercle l'un sur l'autre, comme on le fait 
pour, des droites j mais vne pareille superposition ne 
pouvant avoir lieu dans la pratique , on y supplée par 
celle des cordes, qui , lorsqu'elles sont égales, c<Mr- 
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ra^pondtiii h ^de0>aM8'jégiais.:La «Mde 4e Tare CZ>^ 
Fig. B5.Jig4'S&, pbutvm être poKé»*déul M* sur Vart AB, de 
^ en £ ; d l'trc A£^iélmtà»é amii , Mra oonposé de 
deM {Mtttm .iU «Irdtfiy égiAes t^àéàoé k CD :^n aora 
donc 

AB::rfxCD+£B. 

' On prendra la corde du rette EB^ pour la porter »ar 
l'arc CD y de C en F; ce qnt s'e&cliiéfa une foî«, et 
laissera. pour rote Vatc FD:, d*d& il svft^ 

Enfin la corde du second reste FD pouvant 3e porter 
quatre fois sur le premier EB^ on aura 

EB=^D. 

En remontant de cette dernière valeur. à celle des arcs 
, précédens, on obtiendra 

. EBtBs^FD^ CDtrzSFD, AB^j^D-, 

Fârc FD , commune mesure des arcs JB et CD, étant 
contenu i4 fois dans Pun et 5 fois dans Pautre, on en 
conclura que les arcs proposés sont entre eux comme 
les nombres i4 et 5. 

L'opération se termine ici y comme pour le cas des 
lignes droites, lorsqu'on trouve un reste qui est contenu 
exactement dans le précédent, ou qui est tel^ que le 
reste suivant échappe aux sens par sa petitesse (^). 

loa. Remarque. Si Pon conç<rit qaWe droite AB ^ 
Fig. ^,fig. 569 qui coupe le cercle en deux poînAs A et B , 
tourne autour d'un de ces points, de A^ par exemple, 
et qu'en tendant à sortir du cer^, die prenne des po- 
sitions telles que Aff^ on Toit que les points d'intersec 
tion de la droite et du cercle se rapprochent sans cesse. 



(^) Cette nanière de déterminer le rapport de deux an» de cercle 
se trouTe datii lat Mémûieeê de l* Académie de» Sciences , annce 
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ce^ deu:ii poi^»{A^ét|i^>ff6Mt«iî»H8i| m sraty in droite n'a 
plu$ q^Mrk f^îvi»M nm m m tk^kvé^lo^tdkf <yà ne fait 
que I^ lqi|i)h^^iDwl^^aM^^flAt&ûl»;\lk én^ je est 
tangente 9Jk, cercle. 

103, Lapfifiiepéiculuirif ^^e.pdr un p^ihe de la 
circon/érenç&,du: cprôfe^ A^T U ta^tOft .qm.fsfuu parce 
points est tange^t^ au.cçrcl^f et réciproquement la 
tangente à un point quelconque de la circonférence^ est 
petpehdîùulam it- texir'êhitrêllùrdyon me^ par ce 
point, *''^'- " ' ' ""''*"•• * •' " -■ • 

Démonstration. La ligne ^'JÈ,fig. 57, perpendiçu- fj.. 5^. 
bire sur le ray^in jiOymt i^mt 'A.sLtoti^ sèà'a'trtres ^' 
points plus éloignés du centre^, que iie Test le point ^, 
puisque tautjssje^^drçiîies meoées d'u^ cà\é ou dô Tautre , 
comme OB et OC, sontde? obliqjijqs .p4ce^rpiîient 
plus longues que u^O (aÇj. X,es ppiptjj.É^'e^ ^.s<?^,|)ar 
consç'quentliors du cercle,,et ïa ligye^^^^ajr^ptgH'ua 
seul point \y/ de commun avec ïs^ çi,rcon%çjaçç, £}^ , 
est tangente. 

Il est aussi facile de voir que la tangente ^u point A 
ne peut ètreque la SrolieAB perpendiculaire sur ^O; 
car cette tangente ji'ayant de commun avec la cîrcQn- 
fércnce que te point de contact A , et tous ses autres 
ppoin<B étant pltfs ékitgfiés dû centre que celui-ci. il 
s'ensuit cp»]^ myûn AO ért'fapîus courte ligne qu oh 
puisse nnz(^.d»^QeMl1^^ surin tangente, et q*û^ ^ar 
coBséqvtnft ii ^' pe^ïfeiid'îéulaîi-e snr cette tangente. 

gente a urf point donné ^ de la circonférence, d'un 

1 extrémité, flifray^pq ae^poini.;. -.. -: 

'k ■ -• '' 

Géométrie. i4* édition. 5 
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THÉORÈME 

Fie 58 '^5- Toute droite CD>>%-. 58, éUi^ée perpendicu-- 
lairement sur le milieu (Tune corde AB^ passe par la 
centre O du cercle et par le milieu C de Varc soutendu 
par, cette corde. 

Démonstration. Puisque CD est, par l'hypothèse, 
perpendiculaire swr le milieu de j4By elle doit passer 
par tous les points également éloignés fies points ^ et S; 
et le centre O est un de ces points , car il est à égale 
distance des extrémités A e\, B qui sont sur la oircon- 
iètex\<ie ACB. Le point C, où la perpeodicwlaire CD 
rencontre la circonférence , étant également éloigné àes 
extrémités ^ et 5 de Tare ACB^ les cordes AC et BC 
seront néces^aîriément égales -, les arcs soutendus par ' 
ces cordes seront donc égaux {99) ; le point Csera donc 
le milieu de Tare ACB : donc la droite 'CD passera par 
le centre O et par le milieu de l'arc soutendu par la 
corde AB» 

106. \*' Corollaire. 1*. Puisque deux points suffis^t 
pour déterminer la position d'une droite (3) , et que le 
milieu d'une corde ,1e centre du cercle et le milieu dç 
l'arc soutendu par la corde sont toujours sur la même 
droite , il s'ensuit que lorsqu'on ^ait qu'une droite don- 
née passe par deux de ces points, on en doit conclura 
qu'elle passe nécessairement par le troisième. 

a®. Comme on ne peut , d'un poii?it doni^ , abaisser sur 
n»ë droite, qp.' une- seule perpendiculaire (5^), il est 
encore évident , par ce qui précède, que toute perpen^ 
diculaire abaissée du centre ou du milieu de l'arc sur 
la corde , tombera sur la milieu de cette droite. 

107. 2* Corollaire. Il ^it encore du théorème pré- 
cédent , que , pour diviser un arc en deux parties égales, 
il suffît d'élever une perpendiculaire sur le milieu de 
la corde qui soutend cet arc, puisque cette perpendi- 
culaire' passera par le milieu de l'arc proposé. 



THlORÈME. 

108. Les arcs interceptés, dans un même cercle j entre 
deux cordes parallèles, ou entre une tangente et une 
corcie parallèles, sont égaux. 

Démonstration, Si ïes cordes ^C, QE et là tan- 
gente FG^fig. 59, sont parallèles I .et que l'on, joi^nçFîg. 59. 
le centre O et le point de çontçict ^ par w ra^jon , 
ce rayon étant perpendiculaire sjir la tangente FQ 
(io3) , le sera ^ji6,si Sfir \ç8 çgrde^ BC,ei DE (4i2); U 
divisera |çn deux p;artîes égales les arcs BAC et DAE\ 
et ^par conséquent si des arcs AB.etAC^ égapx oqmff^^j 
moitiés d^ Paro BAC, on reUranche les arcs AD ^t 
AE , égaux conime moitiés àe l'arc DAE , les rentes 
BDet EC seront égaux , ce qui est ja première partie 
de l'énoncé du tkéorèiQe : l'égalité des arcs AB et AC • 
prouve la seconde. 

THÉpR;ÈMJ5. 

log. Si des sommets 'Oet O^ de deux angles AOC 
et h!0'£!j fig. 60, on^êerét deux arcs de cercle dmfia 60. 
même rayon , le rapport des arcs compris entre lés côté» 
de chaque angle, sera le même que celui de ces angles* 

Démonstration. Sî les arcs AC et AC ont une 
commune mesure AB-rstAiff , en portant cette com- 
mune mesure Sjor chacun , joutant de fois qu'elle y est 
contenue, on les divisera tous deux en parties égales; 
et si l'on joint les différens points de division avec le 
sommet de l'angle correspondant, par des droites comme 
OB et O'^', on partagera les angles AOC et A*ac 
en autapt 4e parties égales que les arcs AC et AC 
en contiennent. 

En effet, les cordes A fi et A*ff étant égales, les 
triangles AOB et AlC/tf seront égaux, comme ayant 
tous leurs côtés égaux chacun à chacun (20) , puisque 
d'ailleurs les droites OA ,OB y (ïjf et O'B' sont 

5.. 



«'gales comme rayons de cercle» ^aax : l'angle AOB 
sera donc égal à l'angle A'O'B', Cela posé, les angles 
AOC eX. A' Cf C comprenant chacun autant d'angles 
égaux à AOB^ que les arcs AC et A!C contiennent 
de parties égales à AB > seront éyidemment dans le 
même rapport que ces arcs , et auront pour commune 
mesure) l'angle AOB. 

Le raisonnement précédent exige que les arcs AC 
et A^C soient commensurables entre eux ; mais la pro- 
position aurait également lieu quand m^ême, ils seraient 
incommensurables; car on ne peut supposer que les 
Fig. 61. angles AOC el A'^C^Jig. 61 , soient dans un rapport 
plus grand ou plus. petit que celui de ces arcs. 

Si , par exemple , au lieu d'avoir cette proportion , 

Aoc\jtaa \\AC\A'c, 

on'ayait la suivante : 

AOClA'aC V.AClA'd. 

Varc A'd étant plus grand que A'C% et qu'on divisât 
l'arc AC en parties égales assez petites pour qu'étant 
^ portées sur l'arc -4'C, un des points de division e tom- 
bât entre C et û?, on aurait entre les angles AOC ^ 
AfO'e et les arcs AC et ^'«,. respectivement com- 
mensurables, cette proportion : 

AOC\A'&m::AC\A'e, 

dont les antécédens sont les mêmea que ceux de la pré- 
cédente ; ce qui donnerait par conséquent 

A'ac : jfo'e :: A'd : au, 

résultat absurde, puisque A'O'C ^^A'O'e , et que 
A'd>A'é. . 

Si l'on prenait l'arc A^d^' moindre que A'C, on 
n'aurait pas non plus 

AOC\A!aC\\AC\A'd:\ 
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car , pour le point dé division «', on aurs^it 
dOCxÂaé' \\AC \j(e', 
d'où il s'ensuivrait , comme ci-dessus ^ 

A'O'C : A'aé :: ^V : Ae', 

résultat encore absurde , puisque 

A'aa>AÔ'e% ■■A'clf<iAe. 

Il est évident que la réciproque de cette proposition 
n*a pas besoin d'une démonstration particulière , car le 
rapport des arcs ne peut être égal à celui des angles , 
sans que ce dernier ne soit égal à celui des arcs (*). 

110. 1*' Corollaire, Le rappori des arcs AC et A C^ 
étant le même que celui des angles A OC et A'O'C, il 
en résulte que ces arcs sont la'%iesur4e naturelle des 
angles; et y d'après ces notions^, on^t que la mesure 
d'un ûnglé est l'arc de eerele compm entre ses côtésj 
et déerh de son sommet comme centre. Cette expression 
parait d'abord obscure ^ car on ne peut mesurer des 
grandeurs quelconques que par d'autres grandeurs de 
la même espèce. L'arc de cercle étant une ligne^ est^ 
hétérogène avec . l'angle-, qui est une surface (7); mais 
il faut observer que l'on sous-entend ici l'arc pris pour 
unité , et l'angle qui correspond à cet arc , et que l'é- 
noncé ci-dessus revient à celui-ci : Tout angle contient 
autant de fois un certain angle arbitraire j pris pour 

(*) Je crois deyoir faire observer que cette proposition, qu'on se 
eomeBtait presque d'énoncer dans les Élëmens adoptes en France ' 
avant 1794» a ét^ /démontrée à peu prèfb comme ci-dessas, dès 1760, 
duns ceux de Karsten , et rctait peut-être aussi daosdc plus anciens 
ouvragés. Le nvoyen d'ailleurs s'offre de lui-même par une forme Aa 
raisonnement employde par Enclide, pour un semblable passage du 
commensufable & Tincommensurable ; et ^ comme Je l'addit ailleurs 
^Essais sur l'Enseignement) f lorsqu'on se borne aax propositions 
vraiment nécessaires des Él^mens de Géomc'trie, il ne resté plus 
qu''à s'occuper de rarrangcmcnt qui les lie le mieux 1rs unes âux 
Autres, les rend plus évidentes et \}\\ii faciles à retenir. 
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unité ou poitr terme de eompatahtm j, qi^ Vare cojrt' 
pris entre ses côtés ^ et décrit de son sommet comme 
Centre j contient Vdrc du rnime cercle j compris entre lee 
côtés de ce second angle j et décrit de son êommsteomme 
centre. 

On Toît par là que les arcs de cercle ne «ont intro- 
duits que pour servir de termes de comparaison , et que 
pour trouver le rapport numérique dé deux angles 
quelconques^ il faudra chercher^ par le prooédé du 
n^ loi ^ celui de deux arcs décrits de leurs sommets, 
comme centres, arec un rayon arbitraire , mais le mémo 
pour tous deux. 

L'angle qui parait le plus prépre à servir d'unité est 
l'angle df oit. €et angle comprend évidemment , entre 
ses côtés f le quart de la circonférence y car p si du point 
l'ig. 6a. Oj comme centre^^. 6a, on décrit une elrconfére^ice^ 
la droite AB e#soatendra la Inoitié (97); les deux 
angles droits COBj COA étant égaux, contprendront 
chacun la moitié de cette moitié (n^ précédi^at), c'est-» 
à-dire le quart de la circonférence entière; On aura 
donc la mesure d'un, angle, en comparant l'are compris 
entre ses cotés ayeo celui qu'inCercepte , sur l'a même 
circonférence, Pangle droit ayant son sommet au 
centre. 

III. 2* Corollaire. Il suit encore du théorème pré- 
cédent, que les droites qui divisent un arc en plusieurs 
parties égales , divisent aussi , dans un même nombre 
de parties égales , l'angle que mesure cet are ; et qœ 
par conséquent la division d'un angle se réduit à celle 
de l'arc qui lui sert de mesure. Malheureusement la 
Géométrie élémentaire ne fournit que le moyen de 
diviser un arc en deux parties égales. 

Ce moyen consiste (107) à élever utie perpendiculaire 
Fig. 58. CO.fig, 58, sur le milieu de la corde AB) et cette per- 
pendiculaire divisera aussi l'angle AOB en deux parties 
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^1e&. Onp^ot dlailleura »e cônTaincre à priori de 
Tégaiitédes angles ^OD eiBODi par<:eUe des triangles 
de même dénomination. 

On pourra , par le même moyen ^ diviser de nouveau 
chaque moitié de l'arc ACB , ou de l'angle JlOBy en 
deux parties égalss ). et pousser aln^i la division suivant 
les nombres a, 4 > 8, 16, 32, 64, etc.; maïs îl ne sera 
pas.possible de partager cet arqou cet angle en 3 , 6, etc. , 
parties égales* 

THÉORÈME. 

ÏI2. Lorsqu^un angle a son sommet placé sur la 
circonférence d'un cercle j il a pour mesure la moitié 
de Varc compris entre ses côtés. 

Démonstration, i®. Je suppose que Tangle proposé 
soit BACj dont l'un des côtés AC passe par le centre O 
du cercle, fig. 63. Si , par ce point, on mené le dîa- pig. 53^ 
mëtre DE parallèle à AB , on fera Tangle DOC égal 
à BAC y cotQOie correspondant par rapport à la sé- 
cante AC^ et ayant pour mesure l'arc DC^ compris 
entre ses côtés , et décrit de son sommet comme centre. 
Ainsi l'arc DC serait la mesure de l'angle BAC y si te 
sommet A de ce dernier était transporté en \ mais 
l'arc DC est d'abord égal à l'arc AÈ y puisque celui-ci 
mesure l'angle AOE , opposé par le sommet k DOC, 
et qui lui est par conséquent égal , puis les arcs AE et 
BD étant égaui^ comme compris entre des cordes paral- 
lèles (loSjy il s'ensuit que l'arc DC est aussi égsj à ^ 
BD : do^iq l'arc BC^ coip.posé de BD et de DCy con- 
tient deux fois l'arc DC ; donc U est le double de la 
mewre de l'angle BAC. / 

2?. Soit maintenant l'angle BAG y comprenant le 
centre entre ses côtés. Cet angle étant composé des 
angles BAC y CAG, aura pour mesure la somme des 
arcs qui mesurent ces derniers; mais comme ils ont 
chacun un côté qui passe par le centre, leurs mesures 



respectives seroîit la moitié tic BC et la moitié de CG ^ 
arcs ébttthi somme compose la moitié de Tare BG, 
égal à BC -f" CG : l^angle BAG aura donc pour taesure 
la moitié de Farc compris entre se^ côtés. 

3**J L'angle Z^-*^^ , fpjî ne cora prend point le contre 
entre ^es côtés , pouvant être considéré comme la dif- 
férence dès angles FAC^ BAC, airra poar tue&ure la 
diSeretice des arcs qui mesurent ces derniers ; mats 
comme leur côté commua AC passe par le centre j leurs^ 
mesures respectives sont les moitiés de FC et àe^ BC\ 
et la différence de ces mesures composant la moitié de 
rare JPB, égal à FC — 5Cj l'angle FAB aura donc pour 
mesure ta m<î>"illé de l'arc compri* entre ses côtés* 

4*. L'angle formé par une tangente et par une corde 
a aussi pour mesure la moitié de l*arc compris entre ses 
côtés; car l'angle CAH^ formé par la tangente AH et 
le diamètre ACt\\i\ lui est perpendiculaire^ étant droit, 
a pour mesure !a moitié de la demi-cîrconférence ABC 
(ïio) ; si l'on ajoute à cet angle, Tangle CAG, formé 
par deux cordes, et ayant pour mesure la moitié de 
l'arc CG,l*angle total GAH aura pour mesure la moitié 
de CG, plus celle de ABC, ce qui fait la moitié de 
l'arc total ABG , compris entre ses cotés ; et si Von re- 
tranche du même angle droit CAR, l'angle FACj me- 
suré par la moitié de Parc FC, la diflerence FAH de 
ces angles sera mesurée par celle des moitiés de ABC 
et de^SV, ce qui revient à la moitié de A F, 

^ i3. I*' Corollaire. L'angle FAI^ formé par la corde 
A F et par le prolongement AI de la corde JG , a pour 
mesure la moitié de la somme des arcs AF et A G 
soutendus par ces cordes , en dehors de l'angle qu'elles 
forment. 

En effet, l'angle FAI ^ égal à deux droits moins 

• l'angle FA G (ri), aura pour mesure la difFcreuce qu'il 

y a entre la demi -circonférence et la raullié de l'arc 

FG, qui mesure Tangle FA G ; mais cette différence 



est égale à la moitié de œUa dp l^cirooQfêrie^ce. ^ati^re.' 
et de l'arc FG lui-ogiême^ ce qui revient iévidemwent à . 
ïa moitié de la sommei des arcs u^i^ et -</<y# 

114. 2* Corolkûr^. Il suit encore du tli^orème pré- 
cédent , t*. que tous les angles qui, comme EGJp'y ^HF, 
EIF, KEF^ftg, G4, ont leur 3ommet placé à la» cûrcoii^.Fig. 64-^ 
férence > etâ'appuieut sur le naéme arc , spnt égaixx , puî&^ 
qu'ils ont pour mesure la moitié du même arc EJ,Ft ^ 
compris entre leur$ côtés ; 

2^. Que l'angle BAC^ dont le sommet est aur la cir- 
. conférence , et dont les côtés AB et AC passent par le» 
extrémités d'un diamètre BC y est droit, puisqu'il! a 
pour mesure la moitié de la demi-dr^onféreoce ^GC, 
comprise entre ses c6tés 9 ou le quart de Ic^ cirçonfi^- 
rence entière (i xo). 

THÉORÈME. 

11 5. V angle BAC, fig. 65, dont le sommet esl placé Fï^, 65w 
dans le cercle ^ entre le centre et la circonférence^ a pour 
mesure la moitié de Varc BC compris entre se^ cétés^ 

plus la moitié de Varc £D compris entre leurs pr^lqn" 
gemens. 

Démonstration, Si , par le point D , on mène la corde; ' 
JDjP parallèle a l'un des côtés AC de l'angle proposé^ 
on formera l'angle BDF é%9\ à l'angle BAÇ, comm^ 
correspondant par rapport k la sécante BD^eX ayanit 
pour meSure la moitié de l'arc BCF compris eniro sesF 
eôiés> puisque son somptet est placé sur la'cir<;fOfi^- 
rence (112); mais les arcs ED et FC éteint, ^u^., 
comme compris entre des cordes parallèles (108)1 il 
s'ensuit que l'arc BF^ égal à -5 6* + FC^ sera aussi égal 
à BC-^rED'yeX. puisque sa moitié mesure l'angle ^i!?Fj^ 
et pin: conséquent son égal BAC, ce derpier Aura aussi 
pour mesure la moitié de la somme des arcs ^C et EP7 
somme équivalente à l'arc BFyçQ q^i e?t j'^ooçédi» 
théorème. „ ....... 



THÉORÈIVIE. 

Fîg. 66. I iÇ. L'angle BÀC » fig. 66 , £Jbn^ /« sommet eU: placé 
hors du Cercle j a pour niësure la moitié de la différence 
des arcs BC et D£ compris entre ses côtés ^ arcs dont 
t un tourne sa conca\fité vers le sommet^ et l'autre sa 
conpêxéié. 

Démonstration. En tirant, comme ci* dessus » par le 
point Dyjsi droite DF parallèle au coté JIC, ou for- 
mera l'angle £DF é^9ilk ^^C. comme .çorrespofidant 
par rapport à la sécante BD^ et aja^t pour n^esure la 
moitié de l'are BF oomprb entre ses côtés (112); mais 
le» arcs JED et FC étant égaux f comme compris entre 
de» cordes parallëies (io8), il s'ensuit quaTarc J5F, 
égal à BC"-- FCy sera aussi* égal à BC — ED ; et puis- 
que sa moitié mesure l'angle BDF y et par conséquent 
son égal BAC y ce dernier aura aussi pour mesure la 
moitié de la différence des arcs BC et £2^ , différence 
éqpuvaleateii l'are 3Fy ce qai est l'énoncé du théorème. 

PROBLÈME. 

117. Élever une perpendiculaire à l'extrémité A d'une 
Fig. 64. ligne droite AB,. fig. 64 > sans la prolonger comme V exi- 
gerait le procédé du m^ 2o« 

Solution, On prendra hors de la ligne AB ub point 
quelconque O, duquel > comme centre , et iavec un rayon 
•égal à ^O, on décrira une circonférence de cercfc BAE[\ 
par le point B^ où elle rencontrera la droite JiB, et par 
le centre O y on tirera le diamètre BOC, qui détermi- 
nera sur la circonférence un point C: la droite ACy qui 
joint ce point et l'extrémité A de la droite AB ^ sera 
la perpendiculaire demandée , puisque l'angle BAC' 
sera droit (ii4)» 

PROBLÈME. 
FigC Çn. *'^' I^^^poin^ donné A , hors (fun cercle , fig. 67^ • 
mener une tangente à ce cercle^ 
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Soluéiofu OtVifoiâdi'A'a^rèc }&potiit A, le point O, 
tBtitrê dtt cercle doiifiéy et Fou décrira smAO^ comme 
diamètre^ tittie ciretmfét<e»ce de cenâe qui rencoétreira 
fe cercfe j&D5' en deux pôittt^ , j9 et ^ ; tes droites BA 
et ffA^ çui joindront cespotnt» atcc Iç^poiiût cbtiné^, 
seront tangentes âo cercte 3I>B\ 

En effef , ai rcfii tire dans ce cercle Ie9 rayotis ^O et 
BiOf f\idLi "^èAtk^ \e èëtde Bff A , seront des eorâes, 
le» atfgter 0^5:.^ et ÔjS'^ scrottt droits , puisqùeienr 
sorotmet est sur la cireonféi^nee et ce dernier , et <{««( 
leiyj^s^ côtés passent par te» eitrémités de Ynti de ses 
diamètre» (i lij) : dotref 1^ drbitey AB et ui^ sefont 
tangentes Au ccrcte BDBf (loft)'. 

^ PROBLÈME. 

119. Par trois poinls À, B, C^ £g. 68^ qui ne sont Fig. 6S. 
/?a5 en ligne droite j faire passer une circonférence de 
cercle. 

Solution* Si l'on jôitit tes trois points A,B ^^Cj par 
deux lignes droites. ^^ et BÇ , ces droites seront 
des Cordes du ôercte qui passe par tes points proposés. 
Étevant sur ïe milieu' de AB la perpendiculaire DE^ 
et sar te mUieu de BC la perpendiculaire FG , le 
ccitre O, qui doit être en même temps sar Tune et sur 
l'àutlré de ces perpendicutaires (io5)^ ne pourra se 
trouver qu'à leur intersection; qu{ aura nécessairement 
liétt (47). 

'120. 1*' Corollaire, La construction précédente ne 
donne qu'un seul point pour centre et qu'un seul rayon, 
puisque les drôîtés AO et OC étant égales à OB^ 
comme obliques qui s'écartent égatemeot des perpen- 
diculaires OD et OF, seront égates entre eltes: il est 
doiic évident qu'il n'y a qu*ttn seul cercle qui puisse en 
effet passer par les trois points A\ By C, 

La question devtent insolubte lorsqu-e tes trots point» 
A y B, C sont sur la même ligne droite , parce que tes 
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pefpe^(Sàtivi$s^es DE et GF sont parallèles {Scf) , ef ne 
se rençontraiit plus, n'indiqùeat plus aucun centre; et 
en effet , aacun cercle ne peut passer par les points 
proposés^ puisque y s'il en passait ua^ cô cercle* aurait 
tlréis points eommans ayréù une c^rûite , ce qui serait 
contraire à ce qui a été prouvé dans le n* 94. 

i2fU <2^ Coi^Uaire, Il suit encore , de la même pro- 
pdsitîob^.que'deax certes ne peuvent avoir trois pbiiM; 
eonmufi» «ans se confondre ; car si l'on fait sur ces trois 
points ht construction indiquée dans le problème ci-des- 
««8> on troQivera que les cercles proposés doiyent avoir le 
même rayon et leurs centres placés dans le même point. 

C'est pour cette raison que deux ceriples ne peuvent 
se rencontrer en plus de deux points» 

THÉORÈME. 

lâ^* Deux cercles qui passent par un même point de 
la droite qui joint leurs centres y Vkont que ce point de 
commun j dans lequel Us se touchent par conséquent ^ 
et réciproquement^ si deux cercles se touchent j leurjs' 
centres et le point de contact sont en ligne droite^ 

Démonstration, i**. Si les centres O et O' des cercles 
Fig. 69 ^C et AC y fig, 69, sont situés tous deux du même 
côté du point ^commun à ces deux cercles, sur la 
droite 00\ et qu'on prenne un point quelconque M^ 
sur celui des deux qui a le plus grand rayon , en joignant 
ce point avec les centres O et O^on formera un triangle 
(yOM'y dans lequel on aura toujours 

oxy 4- OH > o'M' osa 00' + QM > (y A y 

mais ;^disque 0'Ab=z OO* + OA^ on en conclura 

et par conséquent OM! y^OA: le point M* sera donc 
dM^ t<MM les cas hors du cercle AC. 
a*'. Si les centres sont de difierens côtés du point A^ 



«n O et O^f par fexeniplei le triangle Oif(y donnant 
OM" + (yW! > OÀ^ or A , on en eanoln^a 

paîsque O^M' = CA \ et par conséquent le point Jlf^ 
sera hors du cercle AC 

La proposition inverse , comprise iUns Féooncéi se 
démontre en observant > i^« qne si les deux.cerdes AQ 
et AC n'ont que le point A^Ae commun , et qne \maa% 
oentres y au lieu d'être ^r la droite OA y sdent sûr toute 
autre droite &M\ en sorte que le centre du pelit cercle 
se trouve en. o ^ on aura • 

; 0'o + oA':> C'A y ou > O'M'y 

retranchant de part et d'autre O'o, il restera 

oA^oM'f 

ce qui est absurde , puisque oA étant supposé rayon du 
petit cercle AC , est égal à ot», nécessairement moindre 
que oiW; 

a?. Que si les deux cercles se touchent extérieure- 
ment, comme AÇ et AC'y il est évident que la plus 
courte ligne que l'on puisse mener du centre de Fun à 
celui de l'autre , est égale à la somme des» rayons , et 
que cette plus courte ligne passe par le point de con- 
tact, puisque si l'on joignait le point ifeT' à chacun des 
centres, là somme des droites 03f, CM*^ serait plus 
grande que celle des rayons ; mais la plus courte ligue 
que l'on puisse mener par deux points étant droite, 
la ligne OACf seira donc une droite. ^ 

123. Remarque, Paî déjà tndtqtié, dans le n* li , les 
conditions qui doivent avoir lieu pour que deux c^ircle$s . 
se coupent; elles sont vérifiées de nouveau par le théo- 
rëme précédent; car on voit bien é^demment que les 
cercles AC et AC cesseraient de se touchei^ y et à pius 
forte raison ne se couperaient pas si la distance des 
centres , 00'\ était moindre qne la .différence des 
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rayons y et qtie ai h ijîitance OCy sRrpâssait la Munsie 
' des rayons des. oerejes JtC tt AC^ eeux-Kîi ne se 
toucheraient pas non plus. 

Puisque les cercles ACy AC ^ AC ont leur centre 
et leur point éb contact A sur la même ligne droite, 
la perpendiculaire AB ^ élerée snr cette ligne par le 
point A y les touche toius à la fois (io3). 

De plus il est visible que quoiquW ne puisse mener 
aucune droite entre le ceiicle AC et sa tangente ABy 
on peut néanmoins y £aiire passer une infinité de cercles 
difiEerens (*). 

pro'blème. 

1 24* Décrire un cercle qui toucJie «n un point donné Â^ 
fig. 70- fig. 70, une cbvi£0 A3 donné» dépositions fi:qf^ pa»^ 
par un second point donM C 

Solution. On élèyana sur ABy par le pointa/, U per<- 
pendicMUire AQ', puis, )6îgiftant le^ points A et C, on 
élèvera aussi sur le milieu de^C,la perpendiculiaîi'e 
DO' ;' le point O', oit se rencontrent ctes deux perpen- 
diculaires^ sera le iseiitre du cercle demandé. 

En effet , le centre de ce cei'cle doit se trouver s«r la 
droite AO^ perpendicaWrje àfl^ taqg^nte ABy et pai^anjt 
par le point A,oii doit avoir lien le qontact du cercle^ 

■ . I ■ ■ Il I ^■<^w^^— <nwi^ I l 1 1 I p^^y^p^. t f n g m m i l M I n» ^ ti i I 

(^) C'est I2i ce qu'ail faut entendre da^s cette proposition , soiuenoc 
par plusieurs ge'pmètrqs , que l'angle de contingence CAB, formé 
«ntrc le cercle et la tangente, est moindre que tout angle rectiligne, 
ou fornaë par deux droites, quelque petit que soit ce dernier. I^a 
disoussion ouverte à cet ^'g9f d n'esjt veaue. que de ce .qu'on ne s'qu' 
lendait pas sur le sens qu'ion aMaqh.ait .^»ns ce cas au mot artgie. 
Ceux qui voulaient y appliquer la notion tirée des lignes droites, 
voyant dans l'angle de contingence un espace indéfini CAB, com- 
pris entre le cercle AC et sa tangente, ne pouvaient., avec raison, 
je regarder caume moindre qite tout angle reetUigne, puisqu'on 
peut evidemmem tirer par le point A unç.droi^e'qui pçsse entre les 
points Cet B, Mais toute cette dispute , qui ne roulait que sur les 
mots, tomba dans l'oubli dés qu'on s'aperçut qu'elle n'intéressait 
en rien Jta principes. 
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ùe la droite JB (loS); il doit être pareillement sur ZX/, 
puisque cette ligne est perpeudicnUire sur le milieu de, 
4a droite ^C^qui, joignant deux points ^ et Cdu cercle 
demandé, en e^i u.n« corde (io5) : donc il est au .point 
Ô'j où ces deux p^^adiculûiressç reacoi^r^nt* 

PROBLÈME. 

1 25. Décrire un cercle gui touche en un point donné A , 
un autre cercle donné AE^ ^t qui passe par un second 
point donné Ct, 

Solution, On joindra , comme daiis le problème pré- 
cédent, les points ^ et Ç, et la perpendiculaire DO\ 
élevée sur le milieu de la corde AC^ passera parlé 
centre du cercle demandé ; on tirerti ensuite par le 
centre O du cercle donné et par le point A, une droite 
qui devra contenir au'ssi le centre du cercle demandé 
( 1 11) : le point 0\ ou cette droite prolongée , s*il est 
nécessaire 9 rencontrera la^roite DO' y sera donc^ dans 
ce cas y le centre du cercle demandé. 

La construction ne changerait pas si le point donné C 
passait en C dans l'intérieur du cercle donné AEj^s^vk-' 
lement le cercle demandé serait enveloppé par celui-ci. 

PROBLÈME. ' 

126. Décrire sur une ligne donnée EF, fîg. 64, w»P»gi ^' 
cerclé telj que tous les angles ayant leur sommet à sa 
circonférence j placés du^ même côté de cette droite^ 

et à* appuyant sur ses extré mités j soient égaux à un 
angU donné» 

Solution. On mènera par le point E la droite KM^ 
faisant avec jEFun angle KEF égal à l'angle donnée 
et dpnt Pouverture soit tournée du même côté que celle 
des angles demandés; il ne s'agira plus que de cons- 
truire y par le problème xlu n^ ia4 9 un cercle iC^ui passe 
par le point F, et qui touclie en £ la droite KM, 

Il est évident ; par le n"^ i i4y que tous les.angles EGFy, 



.SHT^ JBZF, avanï vnfinve mesure que ranglé JRTJSF, 
seront egaux*a i angle ctônné. . , , . j 

JV. B, On énonce aussi ce problème comfné*i1 suit : 
Décrire sur iâA UgiuAcbtiA tT '1^ segment (ou une 

..A» ■•...• 

>. J^«/)i]»'ll»«i9'M tmknjil/ignctr là jilusMoiigmi0 dmic^ p»int^ 
. /!:ê^ti^0ipiri>gjég7ÈênipràparikmnfUe9u l&mmpmr^M$ ex- 
iJiéfiemtw.; ù'êUràfJife'fMé'ihm'^a ia ^pmporiiom 

. •• . . ... .>;^., 1.*/. - 

dans laquellf une de^ sécaxitfs ef sa partie extérieure 
forment les moyens^ tandis que Vautre sécante et sa 
partie extérieure^Jbnhentlàs extrêmes. 

Démonstration. En tira nf les cordes '^C et DB , on 
forme les triangles ^EC et ÈÈDj qui sont semblables 
comme aj^ant, chacun à chacun , deux angles égaux (65), 

• savoir :" Tangle u4CD et l'angle -^5/), dont le sommet 
est à lâ circon£érén<le'% et qui s'a^^uient sur le même 
9Kff.AD (1 i4)f ptti*f V^xf^e ^JED qui ]q»xr est com- 

. ^un. Gonjtpara|it.iei;r$ cotés hojQ^qIi;|gueSj,,onjQ|^t tendra 
la proport^ion 

. . ' : AEVDE :: es Lj9&, VA ^ 

qui fait le sujet dç la proposition. 
'*''i!i8^ 2?I?^âr<;^r^tf/ âî Von, conçoit que Ta'i^lcca^ 
''*rai¥në in tour d^ipoîiit^en s*avançâht vet*s l**, pour 
Vé . d^ageV' du cerclé ,' les points ^ et .ij'^se^i'approche- 
l'otit'Wns cessée et la àîfféreace entré. là sécante et sa 
'partie ëxliJrîèure devîèndi'a de plus eh plus petite ; la 
proportion ci-dessus ne cessant poîià pour céîà d'être 
Traie, il est nature ^eh èonèlûre q'u^elle aura encore lieu 
lorsque cette difirér€K<e4«|ttifluiley>diMl>ià»â^elof^ 



Djb GiiiMiTftiE. Si 

la ligne CS tont deteiiiie k Ungente ^F, la partie 
extérieure sera éeréntte égale k la K^ne entière» On 
auru» dans ceoat, 

jiM z EF :: EF : be, 

oe 4}m Bom ap|Mal que là tangente EJ^otH moyenne 
projportionaelle epl it . b ^ieenle BS et sa partie ex«- 
térieure jiE. ^ 

Cette piepetiti»» ptnf; êmm m Aim nnt i 'e r à prhri^ 
œinac 9 sniC. Ayant tiré les oofdcs^tfFet i^F» jl^^73 , Fig. 71. 
om klwUmm^AEF H BEF, éK^]eêq^dêVnffe E 
est comâwn, ^ les «nglei fi^F et EFA «ont égaux, 
comme ayant ienr smnmet snr la circonSérenee et «'ap- 
puyant sur le même arc ^F; la comparaison de leurs 
côtés homologues donnera 

j^E : EF :: ef : se. 

THÉORÈME. ^ 

I3g, Deux cordes AB et CD, fig. 73 , gài se rencon-^Fi^. 73. 
trent dans un cercle ^ et couperet en parties réciproque-^ 
ment proportionnelles ; c'est-à-dire que Von a 

A£ : DE :: CE: B£, 

proportion dans laquelle les parties d*ime corde forment 
les extrêmes j iandis que celles de Vautre forment les 
moyens* 

Démonstration» En tirant les cordes AC et DB, on 
forme les triangles AEC et BEDj qni sont seinUaUes 
comme ayant deia angles égaux chacun k chacun (65) , 
savoir , i'angle ACD et Fanjjle ^BD^ dont le sommet 
est placé à la circonfSrencé > et qui s'appuient sur le 
même arc jtfD (i 1 4)^ puis l'angle AEC et l'angle BED^ 
opposés par le sommet Comparant leurs côtés homo- 
logues^ on aura la proportion 

AE : DE ;: CE : BE, 
qui âât le siqet de k prefeett^. 

Géométrie. i4*éditioti. 6 



ettcehlvsâftiiii^tû^ ^ne iOBntrcpw daim c^s^^^Mtilîfira 
(Bausonitee pre^ition qaeFoitpeat énc^ooràtmiâ^ 

Lorsque doua drbUes^^iii ât^t^c^pimé^ n^ontret^t en, 
méMi^tinqia une cireenfêmnce de cercbij ehacurm ^n 
dèhà larâAu '<» diaèaneA ikéeuripQméd'kUemeefhmf à 

r^tBij s&nt tèùipToqusm&aPfT9portiomMU00^ O^ ^ 

ou devenait un diaffiBtœ>j«( (fttie.larOtfnrA^ii^.liii âA 
Fig. 74. perpendiculaire,/^. ^4, fCftt^ dpi^iëre serait eoapée 
en deux parties égales (106) , et la proportion^ 

7.1!': . Je :D£i: ce: ^js y 

deviendrait . . : , 

jis't CE :î CE: BS, 

puisque i>-E=^ CE : la droite CA* serait donc moyenne 
proporlionifielle entre les parties ^E et BE du dia- 
mètre jiB. 

' Il suit de U que pour ti^otaVer uàe tnoyçnné propor- 
tionnelle entre deux droites données » ef IZV, il fout Te» 
porter à la suite l*une dé PautrèjMe j^ eti E, et de E 
en B, puis décrire sur leut* somme AB^ comme dia- 
mètre , un cercle , et ^Wer au point £, oi elles se 
joîgtient, là perpendiculaire EC, qui sera !a moyenne 
ortionnelle demandée. • 



1 3 1 . Remarque. La propQsiti<Hl^ qui i^^h. sgaéfià dn 
corollaire précéd^ cé^e imip^ia^i^^t de h pro- 
priété du triangle rectangle ^démontrée àans le n* 74; 
car si l'on mène les xH)rdes JIC et CB /TèXï^^ ACJB 
étant droil^^iiî),Waià'k>,par'léiiiftûéroxîîéèv 

Le même numéf» donne encore cett^ pr<q;H|rtjjQQ< 
AEVM0^:V4ClJiÉ, 



de laquelle il réfulte x{m la ootdeineiiée par Vtiït^igi/Ué 

diamètne et le segnsisiit formé fNir k {lerpeodioalatre 
abaissée de Famtre extrémité: de eette cerdfe. * 

Par là on peut aussi troofef fiaeHioyeniie|iroporT 
tionnelle eiilvo ^u dvoitor dométt:^ ca pranapl^ 
plus'gntiadepltir le diamètre AB, portant la seeonde 
de ji en JS^ âôTant la perpendieiihire EC, et tirant 
U eorde i4C^ qa» <era, d'après oe ^ui précède^ la 
«lay^iitie'praiiortionDeUç dc«aa«déa» . 

t3ià« PaH^r une ligm AB^ %« 7S1 «H mo^aisne Fig. 7$. 
iât êxtréms raisokj Q*e$t^àr4iifM dé mtaàir^ fwtom tfii 
ia proporUom . . 

AC : Bc :: jbc 5 A», 

dans laquelle BG^ là plufi grande def deux partieB de 
la ligna J^j est moyenne proportionnelle entre pette 
lignes et l'autre partie AC '\ ' 

^ . ^qlu^ih Jl,ftMt,/^I)BYÇ!;ii l?p^e 4e?.e3^tréni^téf„de^ia 
droite yj9,Japçf*iven4i<!;«(aU'e/jfi?, éjalç^Ja WQJtj^é 
de cette droite, tirer BEf du point £, comme ç^ti^i 
avec le fojow >ii? , décr;irç ua çeç^e -^Z)F, et ^^ p^int 
5^ coinipe cenU*e,,ÇLyiB9 ui| ,rA^on jégal à -^^,. décrire 
r^rç ./?.Ç^: ce}, arc^qoupaiit Ist ligne -^^ au pomt C^ la 
partagera en moyenne ejt extrême r.ajbo^if .,,,., '^]^ 
Pour le prouver , on prolongera BE jusqu'en F, et 
l'on aura ^ par le' 1^^ ta6^ :\:i 

d'.oùPan'tirèta ' 

A»^BD\BF^AB':iBDlABy 

mais AB ^ J^p ^4B ^^SC^AC-, 
* et pms^ae- , par consir actkm i AE est la moitié da AM^ 
H s'eiiltt^iq^ • ^- •'* '..'—'.: • • < i- ^ti .•? 

6.. 



r 
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SF^ AB=jfMl^^fmf^BD=^ BC, 



aV- -.ai au. 



j^rôportîdn â>nifiM-inierà^ l'iàWw&dtt pitoMëmet - i . . 

ï33> Décrire un ùercte qui passé par ^3eux pômtà 
Fig. 76. ëMià"^ éfJ3) %^: ^^j&'i ê^^q^mui^e^^mi^tbùiee 

^ ào/f^w».' On joindrai Ô^'eï'C parWeAfoîté 

qaePoQ prolongera jusqu'à ce qu'elle rencontre. ^B, 
en ^;>Q|i praadra enicute unç^inoje|ii|è prôrj^^rtion- 
nelle entre A Cet AD , par le procédé indiqué n** i3i , 
et AE étant cette moyenne proporfionnetle, on la 
rapportera sur A]^ y en décrivant du pc?înt A^ comme 
centre , avec un rayon égal à AEl Varc EF^Ïe point 
F sera celui ou doit se faire le coa^taistîjâ^ la droite 
^ AB et du cercle demandé lonpojirra donc décrire ce 
œitclé suivant lé pY*ofcéï^ <ïii n^*^ii^,ifei par cdui'du 
T^.%Vk^., • .: ..^ . ^ . ?;■.,'... •* ' 

Cette solution se prouve en observant (me la ligne AC 
est .une, sécante, et gue la question se recfuit k trouver 
sur !/jr^, 'là position du Mi^t de cdirtfcïct,' Jïdttr' lèqûd 
on doit avoir , d*aprës lèfV risS, 

9hiïik soit que la distance AW s^obticfidira'^ft prenant 
une- moy en n e proportionnella enlre.^Z?.eL^C(*).. .. 

(i^) Le problème du n^ ptr^deot et celoi-ci somsusceptibiet àti 
deux solutions. Dans le premier, non-senlement Isi'Ù^Êxe^Dffyé^B^ 
r<!tô^ltt4e»«ottdttié«»'^ l^dooi&év àiaisitiieoreHAJi^iùe iSiF, eu tani 
qiie AB est moyeane propôriiotipdJe encre BF et BIK(V^(^jtsk VAff' 
^iièationdè t'Afgkbré h la Géométrie.) • 

Datti^ te problème' «Hmesëât , t>ft peut porter \n Itgae i^£ , i^v ^r 
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134. Lorsque des cordes A^C^AY ^S^.^^4^pùrtmtdÊFi%. 74- 
la même €xtréndti,.d^mè.^dHimklr€i ^ ^ les secondes 

puissances, Ahi^M^^ bïmmrâfi?¥^mms^mV?â(^^t 

segmens AE et AG compris sur ce diarnètre^ ^ntrefex^ 
trémilé commune à toutes 4ei cordes et le pied de la 
perjfendicuIfLire abaissée df l'autre extrémité. ^ . , 

< Dimtmstrc^tionisJ^muim\9lL c(^etk 4^C| Qi 4F90HiA 
respectiyement mojeiiiietf^jWQgo^ici^^l^Hesify^ti:^.]^ diar 
mètre A^ fX^^à^SifSf)^ à^ y^q^na^JE e|^G p^j), 
40^ aura . * \, ' 

ACts: ÂB X ÂB, AW^ AB X 'ÂGl - 
d'où IW oQf^cJlur^ . , 

Ac\lîfi\\ abxaèiaSx 'AG\ • • 

' - • ' - . . '. 

ce qui se r&didt à' . . 

, J^\ Af" 1:^.4^ y AG4 " ^\[ \ ^^^ 

en omett^ni le facteur AB^ commun aux deux ierinev 
. du second rapport. ' ' • • '5 

DES PQj^f Gftp:g,4«*piuts e'j: ciliÇONSCRit$ Aû ' 

i35. Remarque, Il est évident que puisqu'on peut 
toujours faire passer' un cetcle pàif tro% points donnés 
(iig)^ os povbm^âda^ ftk&pactet uh oo^iJ9> fliir Jeu 

Don-seulement de Jt'&rF, mats'da cMopponf^jen F^^ o tta n wi mi 

letpoînu2>etC > : ." ^ 

Si k liga^ Z>C>de?ciiait ptBftUèle à ^i? » U C4Hi^l rojclîoi^ iw^ 
ne ferait .plii$ iCiAUnatt^aJe poiai F'j Biai» U «st Tiubl|«.qi;«, 4«Ds.ce 
CBS , la perpendicnlaire élevée nmû^ fiûlieii da U oorde ^Cr ;tt i^l 
passe par Ikceatretda conde dettaAdé ^^eisfiiam^rp^iidipi^li^ è • 
1» laQgeotc ^i? , déterminerait le point de*con(act F (io3}. 
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somtfïet s dig^ fttiglds tritti^tr{id|glB'«)iidkiMiqtie ABC, 
f'g* 77'^. 'tl'J^^^ ^ CâB/le triangle ABC' est ihêcrit an 
cercle ;' et fe' terele est circahéùrit âU tWaligle. 

Cette^pi'apt'félé dti triângfe met m éfidëaûb Celles 
^i mil âië âétuÀntrte^ dans; lé» &** 36^ Sij et 5t. 
i''; Oii VMt ^là s^tâih'edès tf6Ukiig1«s dtt ti^atigle^st 
j^alè à deM âK>Hs ; t^h cbkètiVi d*eu>c'r jiQttr «lecvife 
laf béifié dé ¥i^c* èdiâ|^t^ ^ntrè im ddHéi» /etl» réiittfdki 
fc^MtNibiiiiilItîé^/eottipelsaMt le d€fmi-eiftttoDfërè*ee> 
etlitt'bieéai^e de dewt a«igfe» droit» (t io)i^' i" 

«^ L'égalUè dè-deut atigles> A^eî B'i ent^irftie celle 
d^s aircè opposés > €B et ^O^ respectiyèttient éeablea 
dbcetkàrïetui mesarètil ees «ngle8.(i itz): les cetdes des 
àr<x$ CIT'èt J^C^ qui ne «obi Mtfe èh6!ie qeé ks côtés 
opposes aux angles Ael\B; seront docioiAgalcis(gg). La 
réciproque de cette proposition se prottfei^ait aussi 
' écllemetil: 

a^. EhfiH) le plus grand are, lorsqu'il est moindre 
qu'une demi^ciroohféreneé > étant tou)our9 aoutendu 
par la plus grande corde » il s'ensuit éTid^mment qu'au 
plus 0^nd des angles du triaaigle est oppMé le plus 
grand de ses c6tëb. 

PROBLÈME. 

i36. inscrire un cerdè iâ»n$ wi triangU donna ALC, 
Fig. 78.%* 78 > ç^êèt'à^<ièr^ <iicrère dans ViMèfUur df ce 
triangle j un eéwie qui ne fa^m qvfemfou/OMr les Zoom 
côtis. 1 . 

Sohiûon. On divisera en deux parties égales deux 
quelconques des «n^lesde te tHàligié'(t^t)y A et J7, 
par exèhi]filë; le point de t^entoÉtre O, de< dèoitet AO 
et BO qui feront cette division, sera lé cèbtFè'dïï eerel* 
demandé» 

Bneffet^sifoqicibatsiedttfMNnt O^unaperpendici^Uire 
Sul^ ^^txvtï défe éôtés AB.AOy SC, \9»iit^m^AEO^ 
^2)0, seront égaux (34;), aiiii^ qrfo' ïè^tHfeniglc^ I^OA 



comme centfai a^fci v^ Tî^^W «'^ * -PPfPfirfWiaP® 

Goonip^.^Miir »> /Ait u^e.^u^ 4es awgj^,^ çl ^il 
faut eaopre pro(a¥teir Yj^'eii ^m^î^i^^j^ ay^ f juji^^^çe^. 

ci, rao^k C^4Wi:tiîWy^*M.to#W:f '^ JR^W®»E9'l^iP^ 
Pour celu* pn i^iftt-l^? iH>iiHv ej.k troî^ièçie n^gj^jp, 
par bilfoi^e QC^. rfg^lH^.deô,triwQgïe« C^p^,(?^^ 
rectangles, Pun en j& , Fautre en F, ayant Iça (;^f <^0 
et -FO ^auÈt epXr^ çux, ^ Je côté CO commun (34) » 
prottTe cpeU droite CO àiim fm&} l'angle i^^ 4^x 
parties ^les* > 

i37»ii^itfa7^(iiie. E^iqtte ^rittipia point» iQO^«^ peut 
faire passer qu'une circonférence de cercle, - il efit bri- 
dent que si Ton prenait an hasard un quatrième point 
^> fiS' 77 « ce point pourrait tomber hors du cercle 1^'ig- 7? 
ABCyeX^ alQFs^iLsetai&^ îjtopofsibled'iii^crii^ 4aps un 
. ceraIeiidqitadfilatèr0VirfCiXft^àpbisforte.rais«ii deit-^ 
^ 7 avoir de^eiof^onftvpôiNr les poljrgon^vdoqt le nom- 
bre des côtés surpasse 4 O* 

-.î /, ..... ,r .Théorème;. ,, .^ ', 

ioiwgi^t^f «^1 rigulfUr* çUit-à'iîfe lorfqu^it à tous s09 

(^} Il est visible^ par la seùté inspection dé h figure; que tons le» 
quadrilatères, tels que ACEB, dans lesquels la soaitiiedett angles 
opposa; .£ ét^^'egt ëgatcfà d^nt droits (xi 9) jte|iv^i|ît étn^lnscrit» 
an 4:efPie 'y^^fip^% que- dans .^CM.9 c^tt^ .'Ç^T^P^, i^!^nf*<<^ <l^v 
'Aroitftpq]Qi^if f liDg^l^'s Csl i? ,et se Uo«Te moindre pour JdUt Z)|i'i6}.- 




;>l }«9 iup Juioq ,V\ n. "^Vi onob cioilojifij Av) .v.)"i . . 
iao» '-^Q J9. IV(J ii-^rjpilJo y'ti'Miiri^iM.t j > . v <.(, 
Kg. 79. S^^/^^^^,W^' '^ ^^^ ^ - V^m.,M. .1 

dontonsupçjçf^l^ 
égaux entre eux 

^P^'fi ^^Mçilti^ ^àeteofi^iKfendes aagl^x del Qe< |pol|fi- 

triltUéà ;>myotts érjèexserçli&^'el^pàirfœiifin^ 
lesîU^dgiet ^isobcihs rj40JSjBt)B&C;£erùnA jaiissî^ égaux ^ . 
commér >l^iit^ Ikirs^oèléB '^êgfiUfL '«èbaobn ^^àiohaciiii „ 
puisque 9 l>ar hypothèse ^'J6b^as|^^^^^Jçh)^ngIe».:^iî80 J 
et CBO étant égaux , dbacun d'euf sera la moitié de 
Tangle JIBC du polygone : ran^e^^CO, qui leur est 
égal) ae&ft\donc^iaUs6l ib'-oxKàtià ^a Vangle \&ÇD .^égaC k 

pax^vjoiiséqàent éjgalib^fi^â. Cola |iosà\ iQJ^/éHv^y pa» 
Phypothèse, ^al à CB, les triangles BCQ^^ OCI> 
aui*ont, chacun à chacud, un angle égal compris entre 
dcéi'âé^éii'ï«glu3f, * smm^ fegliù* >( i1E^ ,• ''ei'^»tt^**<>ii* 

œrclfe*i¥^^ÇiH(3d dëfe Jtitt^ërîUf «ë^la^kô^ que 

le pdîhtîÇfettotfstéttl qtiiWëtihent/^yttdtifétit ttUs$i. 

2*. Si t^onahaisse dtupôia|: CVJ cèntife du cercle cîr- *^ 
, ' conscrit et aussi du polygone inscrit' !^j&cî&^ 

pef penâ^cuiaVi-é i^^O W^ î^n qU^lbbtîqÀe/:^ côt^s 

de ce {^lygonè>ïéccfefé GH^AéttMiAitpÔml O èoàhne 
centre avec le rayon OG , et i&ridhâtit ,' éil vei1:n 'de sa 
construction, le côté^^^^u;p<sM#t^^,V touchera aussi 
chacu^ 4e^ a\itr^ 4^ûs leur milieu -, car si du point O 
on il>aissè sur le cotè'^è^) cofts^cfiâ^fi JB^'i^^^^i^ea- 
diculaire d^',le4 trUrii^^ O^^iï) rcfdplnglefi 

l'un en G , Pautré en H, âyaift W t)Mi l*iti§lè €?FÔ 




égaux (34) ; ils donneront par con^q^^xiy^Q^gg] ^^ 

le cercle GH touchera donc BC en H y point qui est le 

milieu de 

égales. 

toùcii,e p9JStfî1Ièm^ 

.■^*•^V^ «•'>!():) t,'\ îiiiot ^Mip Jrnifi .Xilf^ ^TtnS 7UR^i 

iS9i<ifiemiZB^uKrjLefiaiigIfs utp^J^Gl OQG^^c^iK ^ 
form&irpaDlefciarj^qDa mbnéifi^teséaiife ^^f)^(%g(fl»e,\ 
àchainm de^â>angles^'«f»M>m#€a];to#t^gï(f«i0ifAp<?^^ . 

pour hs ^iàfikigoéirdbs iCTfe-^g^^Afc ofeww»/^/l^<wAI?<!i, ii> 
BCDy C22jÇx^te^^'Ouslesiangi(e»âiiiiCeK^lrç.dki\â[iêii)e' v 
poljgboè ivguJnvrsoiU' (égalas ii'iet/kiÉra^ làUAt'T! 
équiTtt^t!er«q*atro:dMt^(t29,<èVae»U 4i'«Ul^ 
à cette tédmnie^tdîirftiée fiasiile :A9^bre«j4N.i^e^e%ii»tto . 
deft'Oftés'eiliii'P^dj^p^.-propkiàé^M.-. ' ... '.ï.t>..j ^mij.;.,-» 

: ::r:::\v;5çwbtti*t ■;■; ■,:■■„?,■>:;:;/■; 

i4o. XÀ ]Ei*À(^rt6âf réga^r^tTtm même nhmbrt d& .. 
cdAifs 901^, $»MbkLbtéèj et l»ui^ cMtQitn mnf érrtr€\ eà'st \ 
comme ks ^ayàn^ dèêOfrdleé aàaîqudà ila sont dnatriiS) \ 
ou cirèànsbrM. ^""^ - 'i'^-,» ■ .' ") •" ' ,.- .-. f.,.. ,• 

DémmU^ikn' 'ii^< Ce$,|)plygi(^9e» oivt Jeorf.^oglj^^ 
égai<u fibaA99,iL^açfi«D^]^^«â^^«dMi^^B^^ 
entre enx. (^. jçetf ?ï. v4*» . leoçwfl .étopt. i*up3i, (^^M^ ^^P^f^ 
eux , h» pjA^et. I^i^utfi^^«Qot,<tpi^ dan^ 4^;pâpiç^Wr, . 
port, et par conféqpjent^ p/pportion^els enjtre eux : Ips 
polj^o^f§^^B|;^n(^^ semblables (83). V ' ' ^ 

2». Les angVs 40^ ^i(fçh^éi^ïi\,^é^;^^^^ 

gies 4a^,^t^fi^,éiifpt. 4>i|i^^r^ m^h]^^^ ^'?i8SÎîf»?r^":^ ' 

bIablef^X§Ç>i, U^. àoPPffWjft^ t^. . ,>M ^r^v..l' Oi V.,i; «.mm « 

et Iqs.fiog^flfs^çs pqljgqç^j5,^i?<Lp^F^^^c^^ 
entre çux .qpmi^çJI^T 
seront 4oi)pj^.c 



^s ^çs pqljgqç^^^/^<^^/:^ aùcde^,^^^^ 
mflçj^r^.cc^^ç^ji^lj^plogiips^^^ \ 



0O , i#iiW|6H5 

polygones sont inscrits. ^.^. ^ 

La similitude des triangles AGO ^t ago^ rectangles 
l'un en G eti'açttFeeojf, é^ é^iOAle^ ùàûse de Fégalité 
des angles BAO et i^ao^, et donne 

. Il en résulte par conséquent que les contours des deux 
polygones prb']^o$és7'ét^ii{ prï>{>0rti6iine&^ à leurs côtés 
lunrnolognes ':iij& et ^&yli8i8(9i*Qinlirâfcssi dUKrajrbnr OG 
et 0^ des cercles anxquekAsu^utvairipQnfci^ts*. 

- -T^ OBLÈkiL ^ V 

i. t^ivilJ^^pofygone é'uni'inmiArè^ia^ tétés 

étant inscrit au ceroU;, inscrira dhns h^ même cérde 
tuh 'second polygone. d*im nombre ^de^ côtés 'double de 
celui des <tôié8 du premier ^ et trouver ki '^vahurde tun 
des côtés du secomL 

Fig. 80. Solution. Soit AB\Jig» 80 ; rtiti des cfttés du premier 

polygone, et AOB Vânglé aU centré' 4e éè polygone ; 

; on diyîéei^a cet angle , 6u î*aVc AffÉ'^^ le mesure , 

' en deux parties égales (i 11), au pomt B'\ et les droites 

AB' et B'B^ égales entte elles ,sero>ût è^idènimént deux 

e4téfl.Qpi^ti^u$ dû nonT/^u. palygi>ue» 

Pour ;trouver la iRakiiur 4« ^^MiV«&^fe»i9rjriimge6f le 
rayon B'O jusqu'en. P;. paa^ra alQr«(x|tr> . 

mais camms; B' E ^sù B' 0-^)M0^^ qfUe^d^tift'U 'triangle 
AEO, rectangle en Ey le sxtAé « > i b. 



^■ è. . . M > ■ I f Et I I ■>. 

KO :àiYÂm^ iAM,-> 



DS &£oktî'KZ£. 91 

et qtie jfiPar t jt4B, WO tsa^irfO, ffÙ'i:^ ii/O/Ott fen 
eotidui^a '\ 



Si l'on prend pour mesure commiAw9,^WipotiP «trilé, 
le rayon AO du cercle daiVSlIeqQçl ^nt inscrits les poly- 
gones proposés^ on aura A0= i ; et il viendra 

Si Pon 'partog««h ènsif&itit ff'i l'arc AB' eo deux par- 
ties égalé»; on «uvalt de ûiMeie '3 * 

pbur le-cdié du polygone qui en contient le double de 
celui quMe précède, et ainaî de suite. 

142. lie plus siknpie dea polygones réguliers, aprkale 
triangle équilatéral , est le quadrilatère dont les angles 
et les côtes sont égaut. Ce polygone se tiomme quarti. 

La somme des quatre angles intérieurs de ce polygone 
valant, diaprés le n^ 82, quatre angles 'droits, et tous 
étant égaux ^ chacun d'eux s^ra droit -,. ainsi le quarré 
ÀBCD^Jpg. 81, a ses quatre côtés AB^ BC, CD^ADj^ï^, Bu 
égaux, et ses quatre angles A, B, C, D droits. 

143. Eemarq'AeÉi Le quàrfé e9t étidemment ^n patttl- 
léhigimîniiie(7^)<qui a è» quatre âégk« ëgami^ ^ seé 
quatre eôtéé é%mi\ il lie fllut pat» le eoiffofidl«'«fve<) te 
parallélogramme-qui nVque ses^eètéâ égaux , et dont les 
angles sont inégaux: oe dernier, dont la figure 8ft re'-Fig. 8a • 
présent uttdtô^j se nofmne rhombe <m. loBa.ng$, 

Quand 1^ c6tés conligeà sont inégaat , tnaia ^M 
iès atigles demeurent droits, le parallélogramme étant 
rectangle, se tioinme t simplement rectangle ; ABCD', 
fig. 85, est ïin reclangle. Fig.Sî* 



'^ft ëst^yiéiiue'^tie tout recUpgU pç.ut s'inscrire d^as 
VA ^rclé'i '<iar les diagqnales ^C «t fiZ>^ étant .égajiie» 
dâttf cb càiV se coùperoni ea un point O également 
éloigné des points ^^ R%^Cf Oipai^n'en général 
AO=.OC^ DÔzzsOB (6o)i^ et par conséquent ces 
points se tràmteronl^: sMr.>la^ciiHfeQn£érâlifce .du cercle 
• décrit du point O comme centre ,,iiTÇC,uiiJ^yon égal 

PRÔBÈÊME. 

ti^ijamtriùfèiinfqUàrèè sût ûnêllgns dànnSé AB^ 
Fig, Si.fig. 8i,. 

Solution.. Il faut élever sur les extrémités ^ et ^ de 
cette droî^a^ deux pe^p^n4iqu1aixe9 ^DM.MC, que 
Ton icrçt égales à AjB \ joignant leim eitréwiités C et 2> 
par une droite ^ on a|ir^ le quariiàrdAmimdé ABCJ}. 
^ En effet^ .les côtés ^V . e^ ,B,Ç é\mt f ^lèleftd 
égaux, il en sera de même des côtés DC et ABfSi)* 
les angles jiDC et Bjfflj ânter||04i d*un même côté, 
yalant ensemble deux droits (4?) ) et le second étant 
lu»«m&né droit par construction /lé prenai^r sefa droit 
aussi; on prouvera la même cho^e i^xjîtBCÏ)^ en le 
cotnparant «irioo ABC, ' ' 

ulV^, Jfnswrkv dàn» mn cmié^^iéè ^péfy^bHésf ^'H^ , 8 , 

^'^6«^Hii»« 'La question >«6^>rééU{t ir-fnHerife* d'ttbord 
celui-de quatre côtés j p u is q ue 1er autres^«~lbniier0fit 
pair)Sttwanoyeai/d:*àprès'fei!i^^i^tV ' ^ '' 
Fig. 84. Pbui^ inscrire' dans le cercTê ABCDy Jl^i 84> «a 
qùàrréy il, faut/perpetidi(;ulalt*ement a. un diamètre 
qu/ejçpi^q^e ^C , eï|>^.evm''ii» m^m ^J?, Bei<«pii déter- 
milita puTvfoiCiiioonféreiioo^fiiaive'pmiits',':^,^^^ D, 
leidpMbyt.étMit"foihts |>aFdës droitesi', fbrmëtont le 
qt«^rl6%in'andé.\ . J , o, n - v ~. - 

En effet, lès angles ABC^ BCÏ)^ etc. sont tous 



droits (ii4), et les côtés AB^ BC, Cp^^p, i|9nt 
^ox/êottittie éimt les hypotéhu^s'âBs^tçiangies.reç^ 
tardés ifOj&, BOC, COD ^ I>OA, vîsiUe^çajt égaw 
enltt eux (i6). ' ' . 

lie' trîatiglB fë^angte'^0^ dc^nnant 



-s 



AA emjéO+BO staa^AO ;^ "" 

. . i -11! 

puisqtte J#Oîi=r -BO, oir en conclura ' * ' " ^, 

AB 3FPv<(Pl/^; 

et en prçu^t lejray^p ^O^iPÇW» w4t*» U wwâr^ |eu- 
lement , S / ' 

Si Poii^utetîtiie celte vûkfàT^aShs celle àe /^, n^ i^^i ^ 
puis celte âerkiii'e daïis cfellé de AB"] et ainsi de suife, 
on aura sùccesmisment la longueur dès côtés (les polv-' ' 
gonesde 8v«6| etc. c^tés; rapportée à celle jii rayon 
du csr€lâ« V :^ .. ' ^' 

146. fnfcpr^^dffns un^ ç^mf^ I09 poiyjgamà d€iZ*f6, 

Solution. Le côté de l'hexagone régulier sfoffi^ Je 
premier ; il est égal au rayon du qe^cle circonscrit. Eu 
effet, dans ce polygone, f ai^é au centre AOB^fig. 85, Fîg. 85. 
•étimt ]a^i|j](i^ j^<^l^if»,>(!^^(|9«tra dm «^éj^l à f <*u 
f d'un seul ; retranchant cette quantifia dftdeox droits, ^ 
ilre^te |ï -^cfï<^»4e%| i4'i«l^de^it^f|iowir. les. dèuA autres 

(♦) Le procëdé pour obieqir ^^,«^^jt.^«çeufe.^,f]j^ 
desn< 

droite, qaelqae petite qu'elle soit, ne peut les n^esarer ^ p)^^ . 
temps r une et Tautre. {FoyezV kv^mom p, cttie koie ^ p. aiS.) ^ 




94. àhàu%uê . 

fai^ ei^oorQ 1 4'»»gle droit ponn Aàcaitnksitimn§UAMO 
ajant $iîa troil «t9gks é(^i^ » tôsa nécessairement équir 
latéral (87) , et donnera par conséquent jiP za AO, 

On inscrira don« mi Iièl9g«iie>4«iis ^ii. eercfo, en 
portait le rayon du cercle six loiasar tti<»rconférencey 
et en joignant par ''4es droites ^' le^ (loints de division 
consécutifs. En pre^fiAt ^Qitp i > on aura ABva. i , «t 
on s'élèrera, par le mojeu de cette yaleur et des for- 
mules du n* i4i f aux Taleurs des côté» des polygones 
inscrits , de 1 n 1 24 , 4^> ^'^^ côtés. 

Pour parvenir à la valeur du côté du triangle écpirla- 

" técal inscrit u^^ifi? > ir suffit- dfebsér ver cpie ce triangle 

sêlbrme en joignant par des droites les angles de l'hexa* 

gone , pris de deu^ en deux y et que le triiaaglQ ACD ^ 

rectangle en C (114)9 donne 

ACzsS/aD^'-^ CJD%=i \/M0) — 50*=s^O|/3^ 

et en faisant AO=s^t,H tiendra ^C^sz V^3. 

PROBLÈME. 

i47« Inscrire dans un cercle le$ polygone^ de 5j tj^, 
20 j 40^ eic, côtés» 

Solution^ On Irottve preniièrement le côté do poly* 
g^oe.qui çn t dix^ ou du décagqne» en prenant le pbu 
gic^pd dç| deux legm^ns. fim rayoïi pactagé, en moyenne 
et eoLtrénie ralsoiL (i3ia). 
.JEneSet, daiis ce polygone» Tangleaiae^re, j^Oâ^ 
Fîg. 86.>%r* 86; est la dixième partie de quatre droits, ou les j 
tfnn seuil il reste , ppar:)es angW ABO et BAO ^ 
a — 5 d'angle droit , ou | , ce qui donne | pour cliacnn : 
Fanglç B40 est 4onc double ^e V^^^^AOB. Si Pon 
m^l^ç4G.^qiV £ft?«e av^Qy(fJ?, y^^^S4Gw^ ^^ftJ?# 
le» ifiW- triangles ARCet AB 0;.ayante«GQre nn angls 
eoi^EMBQit By seront senblables (65)', et donneront' 

- . BG : AB :; AG i AO.} 



^ oK, le tpiâogle .yf^G iélànt»îaoiisète,Ol&^blil|lâvjU(£f . 

De plus > Vm^J^JO$il^ii%al ii u^iQ£, wra la.niQitié 
de BAO ; Feutre moitié GAO sera pae. conèôimeikt 
égala ji :^<^r^ 4<^4o9iiocà(^)) .« . ^ 

et la proporCJen préeédeate^> devetiAiit > a)or$ > 

i5.G : GO :: Cô : ^o, ;. 

ittootre que le r^yon BO est eoiaSet partagé, au péinl' 
G , en meyes^e et extrême raison ^ et que AB est égi^ 
ai| plus grand des deux .segmens* 

Si l'on joint par des droites les angles du déàageli^ 
pris de deux en deux> on aura le pentagone. Je ne 
'm^arréterai pas à calculer le éôté du décagone, parce 
que cette recbjercbe est plus, curieuse c^'utile* . . 

148. Remarqtêe. Ona dà ^àpentetoir facilement que 
Finscriptiou dçs polygones dans le cc^Ie« re¥en^it à 
la diyision de la circonférence en un certain ncmibre 
de parties égales. Les procédés indiqués pour inscrire 
les polygones de 4> 8^*> î6, Sa, élc. côtés,. ceux de 3, 
6, î2 , 24, etc., ceux de 5, ro^ 20, 40 ? etc., serviront 
à diviser la CTrcdtiftréncé fiSiii cercle, suivaiît les 
nombres de ces diverses progressions.- ' ' ' 

n est à propos de remarquer que Poti peut àtissi là 
diviser suivant la progression r&, 3o,6o, etc., parce 
que le polygone de six: e0té^ donilant la sixtènfe partie 
de la cii'cotofirence;' et celui de' dit eh donnant )à 
dixième partie', la différence des ares soutendus par lea 
côtés de ces j»lygou\&8^, «cra égale à | -i- 7^ de la cireour 
férenâe, te qdt Vetient à 7^. Eh' porUiit donc dé -rf 
en Hy le irâjôn dû cercle , l'ïii'e BH sera cettè'^rS' paîf- 
tie, et sa corde sera le oôlé du polygehd de i5 côtés, 



g6 -étéicfiieâ 

ou du pêntidêcagone. Au nioyen iltâ k difiskMi con- 
tinuelle des .lurc*. evvd^vx f>Mrtfes égales , ou de leur 
hiaaectionj on obtiendra les .polygones de 3o, 60, etc. 

i^ÇL un pofygohè'^r/giiUitf' if mi ndmb're^ quelconque 
'âecStéa êiàrit ihscritd&rià uh cercle^ circonscrire à' ce 
cercle Un popygone régulier du thème rUfmh're de côtés ; 
eé réciproquement j le polygone circonscris étant donné j 
dons traire le potygonie inscrit, 

Fîg- 87. Soluftion. Spit abcdej fig» 87 , le polygone proposé; 
Oi>. tji^era les rayon? Oa^ Ob^ Oc y etc. » à l"'extrémilé 
desquels (^ élèypra les ,pQi;pendicuUires AE ^ ,^^y 
. ÇB^ eÇcu. : Tçasemble de ces perpendiculaires, qui tou- 
clieront^la circonférence du cercle abcde^ sera le .poly- 
gone demandé • 
En effet, les trianglies uAb^ bBc^cCd^ etc. sont tous 
, :^aux et isoscèles, parce que les côtés ai, bc^ cd^ etc. 
so«t égaux I et que. lp#. nngtes.^ai&i.^éai» Bbc, Bcb^ 
£cd, Cdc, .etc. , iori^és ^ur ces cAtés , çqmpr^nant des 
aros égaux, ai, ic, cof, etc«4;800tau$4l<^i|x(ii4): ott 
:aum..c^na î < - ., 

' ' t\ aAh=s:ibBa:=i cCdiîss etc. ^ 

d'où Ton conclura 

AButi%Aby B£sm^Bc^ €J>ssf^d^f^^jC,r 

■ ■ " ..,,■> I ., . - . , . I. . » . , . , . t,_ — . 

(*) Ces divisions de la circonférence du cercle ne sont plas les 
scnles qae Ton pQr«èe dFeetiïftr ^c^Mnetriqnenient. M. F. Gauss, 
ci9nf un ouyrage intitule Disquisitiones arithmeticœ (public en' 
'iëo'î SLèîpsig, et ira(îhit*"en français par M. ^Ùélfel^JV prouve que 
' •yoB'^Mitdpërer<}e*ihéinfé fa éiti^B 'en a* ^H-p^t^t» , iorsqtie ce 
.oonitifei««if>reiiiier ( f«of e») ambI le ^owipltmÈntu d4i ÉUmens 
^'4^¥'^)\^^ !^ "^^W^^/^VjPPf** ^ division en 17 pjirjicft, 4^nt il 
y a aussi une démonstration pgr^cuHère^ mais qui n'est ps de 
nature 2i trouver place ici 



Le polygone ABVDE ayant donc ses angle& ecaux 
ainsi que ses côtés , sera tel qu'on le demande; 

On déduira l&^^jl^^[<9(iS ÛAttt du polygone cîrcons- 

,,c.^,^\^^vi^njoigo^iit les points i3,j{», c, ûf, ,etp.,t|^i sont 
Jef ^wilteuï, des côtù^ tk ce dernier , et jd.ans Jesquels il 
,tçijiçi}^ç la circoiiféiençe., ^ ^ ,.;. 

triangles aAb^bBCfcÇd^t\C^^^T^% mairitenant égDux 
comme ayant un ant^le égal compris entre Jeui côtés 

''^àurx^ chacun à chacun, puisque tes angles Aj É^* 
' Cy èih. sont cetix cVun polygone régiîlîer'j fet'fc|ué'û^, 

' Abii>Bj etc. sont les moitiés des c&\és AE^ AB^ 
JBPCl etc, égaux entre eux. lî résulté de 1^ qtic les eûtes 
àli\ Bh ^ cd , etc. sont égaux ^ que les arcs qu'ils sou-' 
tendent le sont aussi , et que par cons'e^bëâtl'le^'-âîigle^ 
4^V6âî^teVc^ïdbnt^lé-^o\fairifetî^^^ crfkbiil^ence, 
et qui ^èoti^i^ùM'U'tflè \èAt^ Q&àim mètofiSltiàbrq 
'L cfe^ dM^^sok Wiikt'^ti^ étf* (^^'i4îf^pi*f|one 

- ^êK&'^ipârsé^^^fê? w^^mi^^ë^x^^^M^ le 

On pourrait aussi former le polygone inftfWaVëW/, 
qui ne djf]^i^Q:^j^q^qji^par <|f jpsîtjon, en tirant le» 

orrconscrit AdCUE au centre du cercle inscrit, et 
joignant les points a , b\ c% etc: , 6i*4ïg'î5^flës^ Méon- 
triayt> isp âffibM#^ëàca'i&£flB:'àAneÀ1^0féte.iVEii effet, 
puisque AO'~-i~ljOy a O — y^^ ou aura ■**~' 



.»' -l Tt Jnvmu^Qli^'pilijfifi ;«il'(?;io 



"i- '- • 



,«tI^.tTO»gHXfl*irc>f«rQ^MS^ en 

séck cte>ttiémiB^4o^aCi«|idcM^^^i'i8t^|iiini'dè^ 

^C, CZJj'eVcJ? ^rbnï Hoâc nécesTairem ^aui entre 
Géométrie. i4* édition. 7 



eus 'y et Ton prouvera , comme cl-deiSïiSy «tt*ti« odmï* 
prennent des angles égaux.. 

i5o. Corollaire. On peut trouver, d*après ce qui 
prëeède, k -valeurdu côté j^B du pdygone cihèons- 
crit. En effet, les droites ^ia et >^â étant' égales (^49) 
ainsi que Oa et Ob, la ligne i^O est perpeadicufaire 
sut le mrlieu de ab (19), et les triangles OGa et OAa 
sont semblables , comme ayant chacun un angle droit , 
l'un en G, Vautre en d, et un angle commun en O, On 
tîredelii 

OGlOai: aGla'A, 
où OGlOaV. ^ah\iAE, -^ ' 

d'où il résulte 



\/Oa — ({abY 
en ^e})serv8Trtq«ie le tHaogltfreetangle OGa denna ,< 

ï5i. Remarque, Il est iraportant d'observer qu'à 

mesure qu'on multiplie les côtés du polygone inscrit, 

sçQ contour augmente, tandis que celui du polygone 

circojjiscrjt diminue dans la même circonstance. En 

Fig. 88. effets si du milieu de l'arc aabyjlg,^, on lire les 

icordes aa' et a'b, on aura deux côtés consécutifs du 

polygone inscrit ^ d'un nombre ,de côtés double de 

œlui des côtés du polygone auqujsl îapjpjartient a^. 

Tii»i^t . ensuite A^B' perpendiculaireinent h a'Oy les 

droites aA^y A'a-y clffy B'b seront des' demi-côtés du 

polygone circonscrit coi'respondant à celui dont aa' 

fait paiftie (^9)* Maintenant il est viiiîUe que les poi*^ 

âions aA^^ aA'B'by aby aa'h sebonl^ •iConteBuesdaiis 

i«s polygones dont elles tokt paifîe , iMfttant de îii% q«e 

i%i?6 na^ir-Fest dans 'la 'Circonférence - entière ,>et «erent 

^t< :oûii«^tt6ttit4dks. parties seiBibkbies de: «^ poly- 
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^ne; et fmî^que 

aa + (ib ^aby 

le contour du second poljgone inscrit surpassera celai 
du premier. Ensuite y de ce que 

il résulte 

aJ'irb <tïv^ + i/f ' (i5), 

et que par conséqueut le contour du second poljrgcme 
circonscrit est nioindre que œlvi.d» premier. 

GelfL posé> puisque le polygone inscrit, toujours 
moindre que le polygone circonscrit correspondant, 
augmente de contour quand on multiplie ses côtés, 
tandis que celui-ci diminue, il en résulte, que la dif- 
férence entre les de^ux polygones décroit aussi dans la 
même circonstance. On peut même, quelque petite que 
soit la quantité donnée ^, trouver dejax pôlygooes , 
Tun inscrit, Fa^tre circonst^t, tels que la différence 
de leurs contours soit moindre que cette grandeur. 
Pour s'en çpniraincr^i il faut; se rappeler q^e les con- 
tours de deux pplygoqes réguliers d'un même nombre 
dq cotés, sont ^^re eu.x comme les rayons des cerctes 
auxquels ils sont circonscrits (i4o); car si l'on désigne 
par P le contour du polygone ABCDE, fig. 85, et^'8- ^' 
par.p celui du polygone abcde y on aura 

P :p :: Oa\OG\ 

d'où l'on conclura 

... ^^ 

Mais rien ne 8^<^po$e à ce ^m 4'^<H» Pende qfG plus petit 
i|ue tf^Ue grandeur donn^ qu'on roudra*, çar^ ^yMt 
fK^té sur Uraymoi Oa' ime partie a' G d^ 1* p6ti4esie 
demandée, et tiré la ^rde abj si TafciSti^i^ n'est pat 
aliquotade lacircMférencey il n'f aura qp'à.pp^ndre 

7-- 
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une pdrtîe alîquote moindre que cet arc > et la ligne 
analogue h a*iJ sera encore plas petite. 

On peut donc , en multipliant autant quMl sera né- 
cessaire les côtés du polygone Inscrit , i'eùdrè la quan- 
tité /'— /> aussi pietite qu'on TÔudra. . 

f 52. Corollaire. VaU^ae , d'aprfes ce qui précide , les 
contouirs des polygonieê drconsents^lîmi&aenlisans cesse 
à taesure qâ^s ^pprocuent de la etrèoxtférence du 
cerclé , tandis que ceux des pblygoiie» insmUiaugmeiH 
tept toujours dans l9*mèmècirdOB4jUiiice/U est yisiUe 
qu^ la eiifûOQ£éreoce duiCercle estspu^indre ^que le oon- 
tbttr da-pèljicgone circonscrit , et plus gi*an de .que celai 
du polygone inscrit. Cette circonférence différera donc 
moins de l'un quelçpnque de ces contours , qu'ils ne 
diffèrent entre eux; et l'on pourra par conséquent 
trouver tin polygone , soit inscrit , soît circonscrit , tel 
que la différence entre son contour et la drooVifiérence 
du (Cercle soit moindre qu'âne grandeur donnée ^ quel- 
que t^étite 'quVlle s6tt. .' ' 

CTeA sfur t^ttë propriété qiie rep^e le procédls 
qVAfchimède employa pour parvenir à' déterminer, 
d'une manière' àpprocHée ^ le rapport de'îa circonfé- 
retice au diamètre; et j'en ferai uvt usage semblable;, 
lorsque j'aurai, montré que. ce rapport est le même dam» 
tous les cercles : pour cela j*établirai un théorème qui 
])Ourra s'appliquer à ^toutes les proposition^ du genee. 
de celles que j'ai à démontrer. 

THÉORÈME. 

l53. SI Jeux grandeurs inpariablea Ket^ sont telles 
qu*on puisse proup^r que leur di^rence A — B est 
moindre qu'une troisième grandeur ^j quelque, petite 
que puisse être cette derhièrê^ ces deust gramkura son* 
égalés entre elles. :..».: i .. ,\ 

Démonstration. En eiFet,'si elles étaient inégales , on 
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aurait nécessairement A-^ Bz=iD, D , marquant leur 
différence: il i^e «erait donc pa$ possible .de prendre t 
au-desaous de D, et par conséqiient aussi petit qu'on 
/iFOudrait. f . 

Observation. Il faut bien faire attention , dans la pro* 
jppsition cindessiu, au mo%'inpariaUê ; car on peixt bien 

trouTer, par exemple, une ezpresûan de t/a qui diffère 
de la Traie, d'une quasatifté moindre q^eie tdiô ayftre 
qu'mi voiiira*> sans cependant arrlyer jamais à ^a valeur 
exacte de f/av v^'sm les résultats i^angenl à. chaque 
nouvelle approximation , tandis que les grandeurs ^j^' et 
B ne sont susceptibles l'une el Pautre que d'une seule 
détermination: 

^ tHÈORÉME.' ' 

' \5^» Id99 ^roonféftnoea des. cercle» ^qnf entre eifee 
eomniê leur» raycms ou ieura diamètn^a. ; « , 

jp«7?îi^iu£ra^7».«>QDel^que soit le ];iombre 4c leurs 
cÂtéSy pourvu qu'il soit le même dans l'mi.et d^3 L'^^l^ei 
les contottrs.de deuxr polj^gones réguliers étani entre 
eux comme les rayo^ des cercles dans lesquels ils sont 
inscrits , si l'on désigne p«r/> et/?' ces contours, çt pai* 
RtiJBi ies.rayw&des cercle^ cqrre^pondans ^ on aura 

^ = -^ ;. §t , de plus , on peut concevoir que le hbmbi^ 

des côtés clés polygones soit tel que les diSerences entre 
leurs contours Qtla circnnféneace du cercle d^os :lec|j»el 
cbacun d'eux est inscrit , soient au-dessous de telle gran» 

dent qu'on voudra. Si donc ^ est le rapport des cir- 

conférences , la diSërencé ètat^e les rapp<Ms ^ iSt^j 

»'il en existe une , pourra être réduite à teV d^é de 
petitesse qu'on voudra. Cette différence étant aussi celle 

des rapports invariable^ T^^^W* P"'^ï^® ^^ fi" ' 
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on peut prdnfer (fine la différence •entre» Je» qUaoïtité» 

€f if 

m¥ariahlç3 Tf et ^ est au-dessous de toute grandeur 

'donnée : b^ aura done , |iftr I» prop^ition prédMekltey 
. . g~ Jy ,ou • C: C' :: *r^^^ 
œ )qai donne aussi 

Cl c :: 2B :'2jr, ou :: d : i^, 

en appelant D -et If les diamètres des cercles pro— 
posés (*).. ' ' . 



' ^,t)CS<eçi.p^B( se: prouver .inim«diatçai€Bt de pluslears manières^ 
par des raisonnemens ànalognes à ceux du ix? 58 , en observant 
qtie, quelque peadifiërens que soient Tua' de rsiacredetiz cefclee, 
on. peut toujours concevoir. nu pplfl^oipe réguMer plus grand ^ue 
l'on et plus petit c^e PaQtre. Cette proposition , qui resuite évidem* 
zneotde èèlle du ti« iSÀy a'^ présebtëe par Enefide (/tt^. JT/jT, pro^ 
posit. 16^, sous une forme très dégante. Cet &at|»ur atïppose qu'on 
Fi^. 89. ait^ décrit les deux cerclés d'on ceniàre cojainMin C/, fig* 89. Il est 
TÎsUîie t^brs que si l'on mène la tangente M^ au cercle inte'rieurj, 
e|.^a!on'preilne snr le cercle ex^'rieur une partie aliquote moindre 
que l?aiw MQNi le polygone IfEfJ^&R' . construit sur cette 
partie y n7axteindra point la circonférence du petit cerck. 

Voici comme Maurolycus, auteur d'un Comnîentaire t^ès estime 
sur ArctumMe/fmprlm^fr ï^ànôrtUe en Sicile, sonfrla date de t685v 
s%!$t servi de cette remarque (page 5 et sui*f.) pour-démontrer la 
proposition ci^essns. 

Si l'on n'avait pas Cl U M BO : àfCT, msxxtCxCW DOl UOT, 
BtCJf étant > d'ex, on décrirait sur ZKO' nn cercle concentrique au 
cercle C, et l'on inscrirait dâns^le* premier vfa ^olygonel/ E'I^ G'W 
qtd n'atteignit pas le second : <ïompa)rant ce polygoas à<^e^ £or«e#.7 
pondant DEFGH dane le cercle C, et désignant les contours rcs<- 
peetiCi d« çea poljgQnes parjp' et p,,pn aurait - 

DO:îy(y::p:p\ ' 

d*b&il«uivrail' . . 

ctc::p:p% 

fiépottléi» abrarde, puisque C^p, C <^pf . 

On ne peot patsappoeer non pln%qiu C \ Ç l\DO\.X^ XéViMt 
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%5i..CojfMaimi La fimpdêitîoh préoéflbBte.fkîi.voir 
que le rapport de la cîroooférenoe ft«|.iliaiiiëire est hr 
même dJÉs tous les cercles, et qu'on petri^an inoyeii 
diï cexapp«rt,^ fialftiiler. Ja longuear* 4^uDe jçirç^nféreiioe 
dont on connaît le rayon. En effet , si w désigne ce raip* 
port, ou^eeqtii revieitt'aunièffley U> ciroonférenctt^ 
du cercle dont le diamètre est pris pour niiité, on aura 
cette proportion : , , . ; 

de laquelle on tirera 

C = ^wR, et fl= — , 

formules avec lesquelles on calculera la circbrifelrencè 
C, lorsque le rayon -ff sera donné , ottf Ife râyOtt^uaad 
ou xM>nnaitra la circonférence. J^ 

PROBLÈME. 

i56. Trouver le rapport approeié de la ciroonfé^ 
rence' au diamètre. 

SoliUign* B est éi(i4^nt ^^ |Kir le.n^ if^^qv^'on résqi^df «^ 
cette question, en calculant, dans une des suites de poly* 
goneâ qu'on «àitinscrire, le contour averti certMn mmtm 
des .preniiçrs |. et le contour dès polygones circonscrits 
correspondais. On aura, par ce moyen, deux suites d^ 

» .1 'É . ... ..M-...^- ««»<T »■■■*■■»■■■ Il > '* <,i.>rii«.,i| ■■ ■ 1 ■!■■ ], .ii f i-t 

<^ <f O", car le reaTcrsemeot de cette proportioav dpAniocaît 

et posant 

il en reMiltcrait . 

mais par ravant-dernîére proportion, on aurait ^^Z>0 , à cause de 
X<C àf(y : ainsi, dans la dernière « le qn^itrièinc terme sarpnsserart 
le rayon de la circonférence qui forme le second terme, oo qui a été 
prouvé absurde dans le premier cas de la démonstration. 

L'avantage qu'on peut trouver à ce tour d« déq^onstraiion , qtû 
est, comme on le voit, ttès andêo, oiest qu'il met en quelque 
sorte sou* le» yeux le ^yfoao tp^ Amt «Miiid^rtr . 
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nombres» ies.uns plus petits que la ctetonfti^iMse, le» 
autres plftà- grands; et Von s'arrêtera lorsque là dîiè- 
rencft-des nombres correspondans des deux flttîtes sera 
deyeaue molnâre que. le 4egré d'appro&imatîon; qu'on 
yeut obtenir dans la valeur de la cîrconférenèe. Je vais 
appliquer àcette recberefae 1^ poljgones^deé, i a, â/[yetc. 
côtéà »*.isis$rits et circonscrits au cerèle donrle rayon 
= I. 

Soient 'd'abord «;le.aàtéîi^4il^1Ml9^;ta 
congue y A celui du polygone circonscrit , cpwspQUr 
daE4^a'^fin celui du poljgone' inscrit comprenant le 
dooblç de côtés du premier ; on ieiura (i5o) 

j ' V ' '■ ' ' - ' 



et (t40 "'^ 



En commenj^nt par l'b exagone inscrit^ on aura a = i , . 
on ^gôtgv3erià.^ ;ig - . Le. contour de l'he^gôse infierit \\ 
sera par conséquent 6 , cetui de Thexagonç pirconscrit . 
■ /jj s u y eilaoirconfêtence se trouvera eoniiiirîse entre • 

v^.f -.-.-• ■■■ -^ ■ -, ■ : . •- 

ces/ deux nombres : on <u>tiendra des limites plus res- . 
serrééi'en passant aux polygones réguliers de l'a cS^tés 
et aux suiyans. 

Soient^ donc a', a%.a^, etc. les côtés des polygones 
ins|(|i^ de I2 , de249de 43, etc. , côtés , jf, A", JP^ etc. 
les côtés des polygones circonscrits correspondans ; le 
rayon du cercle étant i , sa circonférence sera 2^ (i55), 
et si, pour abréger , on pose 

ontura» pstit les foeonidles pcécéd^tes» 



•>=. 

« 
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^»a'« 









etc« 












On trouvera ^««cdiriiaeikieDt V^3»y ,73fto5«â(^6e6877X''), 

12 y/, " =t6,âït657iS'' 



a 



s=:0 , 5 1 7638090205 
=0 , 965925826289 

=0 , 26 1 o5238444^ 

=0,991444861374 

=o,i3Q8p6a5846o 
,997858923238 



e«^ ===o,o65438i65643 



fiV 



a" 



=»>«99464^8747& 
=0,032723463253 
=0,999866137909 
tsso , oy636â'2792«6 
=0,999966533917 
a^" =:o,oo8i8i2o8o52 
'•'",=<»99999ï«33444 
â^*" =u> , 0040906)2582 
r'"' =6, 099997908359 
=0,002045307361 
=01999999477089 

=0 , 00 1 0226538 1 4 

=o>999999869272 
=0 , ooo5 1 1 326924 
=o>9999999673i8 



a'* 
a* 






12 ^ =^,43o7Ôô6^ 

=6, 265:^5721 
II 



=6^%3i99l 
a*:6, 2787*0041 
?=6, 292 1724^ 
=16^28206391 
=fi,a8Si4aMt 



3072 --Ï'* 

6144 a» 

6144 ^ 

12288 à«» 

12288^^*' 

Oa voit , par ce tableau , comment les contours des 
polygones iaaotfits etcircoosorits ooiresppndan^ , se 



24 â^ 

48 >^* 

96 a'V 

96 ^n 

192 à' 

192 ^' 

384 ^'* -«6i283i^»î 

384 ^^' ^=6,2833266 f 

768 a^» =6,28316781 

766 urf^» »;6,îrfiaKîoîl 

i536 a^"» =6,283i8o^i * 

i536 >•" =6,2831941 f 

3072 a'» =±6,28318421 

=6,28318751 

î=6,283ï85oV 

=i:6,283ï8S8| 

=6,283î852i 

=6,2«3ri«54/ 



(*) F'oyez Mémoite^^âéfPAjmàéamûaSKiêatm^J^^i |>«g6445« 
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rapproclient de plu» ea plus ; ceux des polygones de 
12288 côtés ne di£Çbi*cnt que de deux unités décimrales 
du septième ordre. Les sept premiers ohiffrea, oommuns 
à Pan et à Tatitre, apfartieudront néceMftiremeiit * la 
eirconférence du cerole, donit la iongueur sera par con^- 
séqnent 6^283i85 , h raoins A' un miUionièoie prës. 

Si Pûn |)rend , pour la circonférence du cerde , le 
milieu entre le contour du pol^rgone inscrit el; eebii du 
poly.g(^eetrconscritde 12288 côtés ^ oa aura 6,283 1 853, 
valeur qui est exacta jusqu'au dernier chiffre. inclusiTe- 
ment} le rapport du diapiëtré à la circonférence sera 
donc 2 : 6,283i853, ou i ; 3j4^^9^^» ^ divisant ses 
deux termes par 2. Ain si i. 3,i4ï"59b6 est une valeur ap- 
prochée du rapport désigné par ?f, dans le n** i55; et en 
faisant (7=1 , on trouvera 2JR =0, 3 1 SSogg , nombre qui 
représente lé diamètre, lorsque la circonférence est i. 

Àrchimède s'arrêta au polygone inscrit ef circonscrit 
de gG.c^té^, et trouva que la circooféreuioe du cercle 
était <_3 j^ et > 3 17 ; ce qui donne le rapport si connu 
de I : ,3 ^ ou 7 .1 22. Depuis , oq a ppussé.}i'ex^|Oi|Jl,Bd« 
beaucoup plus loih; mais, parmi les dtvera rêPI>orM 
obtenus, celui de it3 à 355 méritor^une attention parti- 
culière par sa simplicité et son exactitude, puisque, 
étanléfrâflué en décimales/il donne '3>i4 15929, résuUal 
vrai jusqu'au sixième, chiffre décimal Jnciusivemcnt. 
Adrien AI étius, en rapportant ^ans sa Geometriœ practica 
le rapport ci-dessus, Fatlribue à son pferePierreMétius^ 
comme Payant publié dans une Réfutation de lu quadra* 
ture.du cçrcle , proposée par Simon Duchéshe (^). 



{*) Hio recherches (les savaiM apglais dans VlnAe, nous ont fai| 
oonsattie un rapport de la circoofercnce au diamètre plus appro- 
che que celui d'Archimède : c'est celui de 5ga7 à i!i5o, consigne 
dans Vu(4yeen Akhery, ouvrage persâ h cdofénant un extrait de la 
éocirinis des Birameft. Il twnëM à 2, «4 16 : il tU exaçt4'd«qa^«I 
dix-Miltrèmes , ot dépend pRreoiis^quefit- du poiyfpdiM4« 76S cètés«. 

B eft bon de «itoir qt^a leéta^pAna 7 ta» et ii5:'35^ie pr<i* 



167. jB*m«rg»». La iarnattUcm du tableau précédent 
n'wt pas te*ioyea le plafc latpédilM jioiir parieDÎr a la, 
▼ale«r dtt.€^ du derBriw Wygonè iuscrit «(u*il i:eu-=- 
ferme ; on réd«it a la^œiAtié le aofubre des extraction» 
de^racîncs, en cakulamt, aulku des côtéa des polygones 
intermédmres, les ^à,^BC,B!C,fig. 8o,> des arcs Fig. 80. 
qu'il faut ajouter aux arcs AB et AB' , pour cwiipléter 
lademiMîir^toféreïice^^iB'vPC. En effet, î 

bc^s/Â^^-^Tb] é^c^s/m:'^ AB'r, 

puisque les triangles^<^,,^B'C, formés sur le dia- 
mètre ^4(^ et ayant un. ^e leurs angles à la circonfé- 
rence,, l^nt n^cessairenient rectangles (ii4)- ^i Ton 
prend ïe rayon AO pour unité, que l'on désigné AÈ el 
AB[ par a et q% B&élB'Ç par h et i^ à cause de 
JLCz^i 2 , on trouvera 

et cèinme ^ #par le n» pi^ééçl; y a'^ V 2 *-- </ 4 ^«^ 

* a'^zzzV^ — 5 ou ^?'* — 2— ^; 

mettant <5ette' taleur dan» celle de A', il en résultera 






obtient Iors(5[ue Ton convertjf .«n fraciioii çontin ue (^Arithm. 1 63) 
la fraction orcfinaïre qui correspond au rapport eïpri me ci-aessw5 
en décimales (Arithm. 85). Mais comme ce rapport n'est pa.s rigon- 
reasement exact , on ne doit pas pousser le calcol jusqu'à la fin j il 
faut opérer en même temps dur les fractions - « 

3i4i59a^ 31415927 

I 0000000' lOOOOOOO 

Vniie plus grande, l'autre .pïuï* petite que le i^port iîjcavt, et se 
borner aux quotiess qui soiu commwi* aux d«ox apéra^ons. (Poar 
plus de détails, Toyea^/e Copifi/* des ÉUmens tTAlg^bufi.) 



io8 ir.iafBNs 

on passera âônc de bkb' ea prenant la racine quarrée 
de la première quantité augmentée de 2. 11 est évident 
qu'on a<i^a d^ mSème t* =0 {^^^If^ b" représentanl; 
la corde £"0 de Tare correspondant à jiB' moitié de 
AB^f et ainsi de suite. 

En partant de a = i > on trbuyera 

V =ast/ a-+' 1 ,732o5o8o7j5= i ,9318516626 . 
' fi*^' W^/i ;)^ 1 ,9828893227 

, .^ ,tf.Va55 fje57*{7^465 

i'^ = V^ 2+ 1,9957178465 = 1 ,9989291749 ' 
^vbiy^ a^- 1,^989^91749 1= 1 ,9g9';8a27S8 ' 
fe^'è== V2 -H 1 ,99973^^758 = i, 999933\)67 8 

€*jeQBaiDBBf&ir%iaild.a&.foêjgetiede'6 )o6tés^£'rêJMiidra 
il celui de 12, &'' à celui de 24, &* à celi^^d^^Si A'ïrâi 
celui de96, Z^^àceluide 192»^*^* à celui|c384.» et Ay*à 
celui âé 768. En nommant a^^* le côte de ce dernier, 
on aum -, , 

.a^"tet/ 4iri^"^«a y/ 4-3,99993306^. '^ .. 
àaj/o, 00006693^2=0, oo8i8r2t^-''^>/^* 

et' miilti pliant ce nombre par 768, on pbtj^epdra le 
contour du polygone inscrit de 768 côtés y comme dans 
le^lstideatt iki fir^^-rpi^oédéiilP: on <»lettlers «Èfiisifi^ k 
Eol^gone çirjSQnicdtXûtrespondant ., . . - .,. 

i . i- ..: / ,t :>;■ 't- . ' ....... \ 

. --.-i ■'. .r .!•/:■-' . ' -. 

'■''";;• ,^ j • • -.' ■ 

i './'-•'« 'j 1 *' 

),r/ ,; i^. . "». •'!.*«»* • ' • .'>»-.. • -. 
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PREMIÈRE PARTIE; 
SECTION lî. 

• ■■ .- . ..:.■..■, .:.r,r.-.' -, i-^ 

De Vévire des pofy^nès et de celle du cercle. 

i58. Par la surface d'one figui^ quelconques, on 
entend la portion d'étendue renfermée entre lés lignes 
qui terminenft <»tte figure. On appelle aussi cette éten- 
due Ymreâe la ligure. ; V ' ' ' 

Il serait opuTenable ^âSeoïer spéciiilemi^.i-Ie |^cS|à|^ 
aim à j^'éteiiidue sup^rjSqiellev lorsqu'on reH]fbager.|>ar 
rapport à sa gralid^ur : oai? 1^ mot surfit^ s'^mpjaiç le 
pi n'a souvent pour désigner la forme ^ abstraction faite 
de l^tes limite» O « c'est ce c|ue je lerfadÀnsJecamrs < 
deoetouvragBé • .. . , ^ r ..-^u ,.i[ , - 

• '"•••■ ' ' ' '\ •■.•» ' J'» ) 
iSgi ,11! est évident I et d'ailleurs la su^e en^fpurpiip[|t 

1>eaucoup d'èiemples'^ que deux figures de fdrraes^tres 

différentes peuvent renfermer des aires égales. J Wprl- 

merai eette cire(Hista«ee etif disant ^ av^^^rtië^ndrey 

que les deu^ figures ,soiiJ^ éfuîi^^kntâfi, €tf réservant la 

dénomination à^èg^lea pour les figures ^emblaUes qui 

peuyenc être superposées. ^ . . 

,, 16^ PàAs.l6%tjriangJi^s:etrdliMlaf^ paealMogranliaesj 

(^} On dit en effiet nne surface courbe ^ par opposition au plan 
. ou à la surfiicp plane j et pour en déterminer JVtendne, il faudrait 
dire , la surface tPune surface courbe , locution ttciense à tons 
égards , tandis que IVire d'une surface courbe est nne expression 
h la fois clftÎN et correct^. En Tiuloptant, on conserve Tanalogie 
entre les lignes et les surfaces, puisque ces derniers tnots s^appli- 
quent aux formes seulement; et le mot 'i aire devient, pour le 
second cas, Tanalognedn mot /ois^ueicr dans le premier. 
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on choisît arbitrairement un des côtés^, auquel on donne 
le nom de basej et l'on appelle hauteur la perpendîca- 
laîre abaissée de l'angle opposé à ce côté dans le triangle , 
on d'un point quelconque du bôté opposé dans le parai* 
lélogramme. 
Fig. 90 BD et B^iy^fig. 90, sont le» hauteurs des triangles 
ABC y AB'C, en prenant ks cAlés *^C, j4'G pour 
bases. 11 faut remarquer que la perpendiculaire BtD^\ 
tdmbânt en dehors du triangle ABfC\t%\,^ à propre 
nient parler, perpendiculaire sur le prolongement de 
la base. 

Le sommet de l'angte opposé à la base s'appelle le 
commet du triangle* 
^ w ^ La droite IK est la hauteur du parallélogramme 
^i^EFGHn 11 est évident qu'elle demeurera la méme« de 
quelque point, du. côté JÎG qu'on l'abaisse |[55). 

Il n'est pa3 moins .évident que les trî^^ngtes dont les 
bases sont sur la même droite , et dont les sommets sont 
sur yne ligne parallèle à cette base , ont même hauteur ; 
c'est-à-dire que l'es triangles compris entre les mênîes 
^ ]^arallèles ont même hauteur. Les ^i^iangles jiBC^ 
J!B'C et le parallélpgfamm/Br JPFGif pnX |pus les trois 
même hauteur , puisque;, ^nti:^,le5 pairftlJèles -^Fet BG^ 
les droites BD, BD* et IK sont égales (55). 

THÉORÈME. 

^1 - ' - ,• 

161. Deux fcaulUiùgrammm de même base et de 
même hauteur j êtmt ^quwàhns.' . ^ , 

Démonstration. Ces parallélogrammes ayant même 
base , on pourra poser celle de l'un sur celle de l'antre , 
et comme ils ont en outre même hauteur , le côté pars4- 
lèle à la base du premier tombera sur le côté opposté 
à la base du second , ou ^ur le prolongement de ce 
Fig. 91. côté, ainsi que le montrent les deux figures 91, pour 
des^ parallélogrammes ABCD^ ABEF. 
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r Cela 4>oflé , les triangles AD F et BCE sont cg^ux , 
parce que les côté« -^i> et BCy AF et -fî£ sont res- 
pecti?eiiieat, ^aux y comme côtés opf)osés d'un même 
parallélogramme » et que le$ angles BAF^ CBE , dont 
les côtés sont parallèles, et les ouvertures tournées 
.dans le mèm^i^m^t »Oût égaux. Si, du quadrilatère 
ABED, ô».r«*r*'*<^'^^'""^ P^^* ^® triangle ADF^ «t 
4e l'autre le ixmu§^e,BCEy on aura nécessairement 
deux .gnandenrs égalies, dont l'ane sera le parallélp- 
^amm#^^4yEft.et l'anirp ie parallélogrammje ABCU. 

. THÉORÈME. 

162. Un triangle quelconque est la mûkié d'un paral^ 
lélcgramme de même bmse etde métae hauteur* . 

Démonstration. Sr, par les angles B et C du ti^iàn^Ie 
ABCyfig. 92, on mène les droites BD et C/>, respec*Fig- 9^»- 
tîvement parallèles aux côtés A Cet AB , la figure 
ABCt> sera un parallélogramme (79) ayant même 
base et même Hauteur que le triangle proposé (160). 
Les trîangles AÏÏt et BCÙ, ayant leurs côtés AB et 
CD, AC et Bî) égaux (54) , et en outre le côté CB- 
commun ^ seront égaux : le ttî angle ABC^ra donc la 
moitié du parallélogramme ABCD. 

i63. Corollaire, îl suit de là que deux triangles qui 
ont même base et même hauteur , sont équiiralens. £n 
effet 9 ces triangles seront, d'après ce qui précède^ les 
mo itiés^de parai lél ogr ammes do même base et de même 
hauteur, ou de parallélogrammes iéqitiyalena (161)4 

PfiOm*ÉMjE. '^ 

164. Transformer un polygone d^un certain nombre 
de côtés en un autre qui ait un côté de moins ^ e^ qui 
soit équipaient, . 

Solution, Soit, pourexcsrople, le pentagone ABÇDJSi, 
fig. 93 ; on joindra les deux angles JE et Ç piwf^uneFig* 9^^ 
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droite; et, par le sommet de Tangle D^ placé entre les 
premiers 9 on mènera , parallèlement à £C, la droite 
' DFf qui déterminera sur le côté j4E prolongé, un point 
Ff lequel, étant joint au point C , formera le quadri» 
latère j4BCF, équivalent an pentagone ABCDE. 

Pour s'en conyaincre, il suffit de remarquer que les 
triangles CDE^ CFf!, reposant sur la même base EC^ 
et étant compris entre les parallèles CE et DFy sont^ 
équÎTalens (n** précédent ) , et que l'on obtient le pen- 
tagone ABCDE et le quadrilatère ABCF, en ajoutant 
successivement chacun de ces triangles au même qua- 
drilatère JBCE. 

Le procédé ne changerait pas, quand même le pen- 
tagone ABCDE aurait un angle rentrant, comme dans 
^'ig* 94* la figure g4', seulement il faudrait observer, pour la 
démonstration, que le pentagone ABCDE et le qua- 
drilatère ABCF êe forment en retranchant du quadri- 
latère ABCE, les triangles équivalens CDE et CFE, 

Il est évident que la construction et les raisonnemens 
qui précèdent peuvent s'appliquer à quelque polygone 
que ce soit. % ' 

i65. Corollaire. En' effectuant sur le quadrilatère 
ABCF une construction semblable à la précédente , on 
le transformera en un triangle équivalent , et par une 
suite d'opérations semblables , on transformera un po- 
lygone quelcoirique en un triangle équivalent. Si Toa 
avait, par exemple, nn hexagone, on le transformerait 
d'abord en un pentagone , puis on farcit de celui-ci un 
quadrilatère , puis enfin de ce dernier un triangle. 

THÉORÈME. 

1 66. Deux rectangles de même base y ABGD et EFGH ^ 
Fig. 95. I^g* gS; sont entre eux comms leurs Imuteurs (*)• . 

{*) JTai changé Tcnoncé qn^on doniic ordinairement K cette pro- 
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DéptOTistration. Ici^cotoitie dfaiis le n^ S8^ Us liauteurs 
\AD et EÈt des deux parallélogr'aiïimes peuvent, être 
conimensurables^ntre elfes , oa I)iea înçonimensura^les. 

Dans la première îiypottièsè, si l'on dîvîise' ces Iwu- 
teùrs Alyéi BHen parties , telles que Ad et JÏA , égales 
à leur comriiufae mesuré V et que, par les pdîtrts dfé^ivî- 
sïon^ on mène deâ parallëlès à la base , oh Formera dans 
chacun dès rédtah^lès proposés autant àe rectangles 
égàïi:r qti^it y^ldé dîvîétoûs dans sa hauteur .; car îa base 
de tous Ces petitk' rectangles sera égale à ABy^ et .leurs 
hauteurs seront toutes égales entre eH es, Lié Vapp^t des 
rectangle^ ABCiy et \È'PGS; sera évîdemnàent égal à 
celui des nombres *qtrî' expriment combien îl y a de 
petits rectangles dans l'un et dans PâuTtrè, iiôtiibres 'qui 
soiftt prébî'^nietlt c^ux des j&arlies égales coiîtentieé dans 
lëiiirs hauteurs AD ' et ^Efti on aura donc 

4BCJ) lEFiGff.;: AJ):.E^. , 

Dans la fi^urevlé reciatîgtë î^JS'CÔ seîi'biiTant'par- 
tagé en cinq parties égales à ABcd, et^îe feëtà'ngle 
jEFGjfiTeiiktrois, on a ; ^ ;>i v, 

ABCi> : EFGH : ; 5 î 3.- ' ^ ^ ^ 

Lorsque les hauteurs ^D ^t Efï soi^;t infipKj:^^içnsa* 
râbles,^. 96, on prouye que le rapport des^if^^^glçs Tig. 
ABCD et EFGHne peut ètrepi plus grand, ni mqjndre 
que celui dé ces hauteurs. ^^^ , ;, 

En effetj SI Von avait . ;^^ 

ABCD \EPGH :: AD\ El, 

El surpassant ÉH y que Ton conçût AD divisé en 
partie» égales ipoîndres que HI y et que Pon portât ces 
parties suf RMyAe E vers ^, \\ towabçrait héçe5Wàî|r(ç- \ 
ment un point de division A ^ entre H et /.En menant, 

position , afin Àe le rendre semblable 11 celui (le la propositiou da 
n* a55, qui est analogue ^ celle-ci. 

Géométrie. i4** édition. ' 8 
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par ce points â^ parallèle à EF, on Ibrmerait le rec- 
tangle EFgh, peur lequel on aurait 

ABcn : EFgh :: ad : Eh, 

puisque les hauteurs AD et Eh seraient commensurables 
entre elles par construction ] et comparant cette pro- 
portion à la précédente^ on en tirerait 

jSFGM : EFgh :: je/ : Eh ; 

cequi ne peut être, puisque JSF6^<Ef^A et E/^Ek. 
En portant le point / de l'autre côté de GH, en f, on 
ne pourrait pas non plus ayoir 

JBCD : EFGH :: ad : ef, 

parce qu'en prenant en h^ le point de division corres- 
pondant khton aurait premièrement pour les hauteurs 
ADet Eh% comm^isurables entre dSes, 

JBCD : EFgh' :: ad : Eh% 

ce qui conduirait encore à la proportion 

EFGH : EFg'V :: ^r : El/, 

absurde à cause que EFGH^ EFg'h' et iEiT < £A\ 

Le rapport de ABCD à EFGH ne pouyant donc être 
ni plus grand ni plus petit que celui de AD h EH, on 
aura nécessairement 

AMCD : EFGH V. AD l EH. 
THÉORÈME. 

167, Deux rectangles quelconques sont entre eux 
comme lee produite de leur base par leur hauteur ^ ou 
comme les produits de deux côtés contigus, 

DémoTistration, En prenant sur la base du parais 
F^'g- 97' lélogramme -^5CZ>,^^. 97, une partie Ab 'égale à la 
base du parallélogramme EFGH, et tirant la droite bc 
parallèle à HC, on aura , par le théorème précédent, 

AbcD : EFGH :: AD : EH-, 



|>réiiaiit ensuite AD pour base des parallélogrammes 
ABCD et ÂbcD , qai auront alors pour Iiautetir AÉ 
€% Ab f on en oondura 

ABCD : AbcD :: A£ : Ab. 

En multipliant ces proportions par ordre, avec Patten- 
tion d'omettre le facteur AbcD^ commun aux deux 
termes du premier rapport composé , et de substituer 
i Ab son égale EF^ il viendra 

ABCD : EFGH :: 2Fx AD\ EFx^lÊH, 

résultat qui renferme Ténoncé de la proposition (^). 

t68. Remarque. Mesurer des grandeurs n'étant autre 
chose que comparer entre elles celles de même espèce^ 
il est évident que la mesure des aires doit avoir pour 

(^) Je me sois servi ci-deuDs de la mni tipUc«(tioa par ordre , comnle 
do moyen le pins simple pour parvenir au rësoltat cherché ; mais il 
ponfraît arriver qne Ton éprouvât quelque difficulté à concevoir ce 
changement^ dans lequel il semble qn*îl faut multiplier des aires 
entre elles. Cette difficulté cesserasi Ton imagina que ces aires, podr 
léire comparées entre elles ^ sont rapportées à une certaine aire prise 
pour mesure commune ou pour unité. On mettra encore plus de 
netteté dans ce passage, en le rendant ainsi qu'il suit : 

Les proportions 
'AbeD : EF^H :: Ad : EH^ ABCb : AhcD MAÈ:ah 
donnent 

EF€U _ EH Ab^J) ah 

'ÂS^'^Ab* âScd'^ab' 

«8 qui ne présejatQ ancnne obscurité, puis^'il a^a^t d^ rapports d« 

EH 

•grandeurs hoinogèties. Gela posé , <^^ désignant combitii Patte 

j|?/^G£rcondent l'aire AbcDy et -ro- combien Faire AhcD contient 

Taire ^^CZ>, le nombre d« fois que la première «coaiient la den:- 
nière sera donc exprimé par 

EH Ah^ _ EFxÊH 
AD^ AB "" AB X Hd" 

en concevant les droites rapportées à une commune mesure* 

8.. 
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fiiit de MToir côtnbien ubè aîrë quelconque en contîeirl 
iiûè Atitré; prise arbitrairement pouir seryir déf terme 
de comparaison. Mesurer, par exem^ple, le rectangle 
Y\fi^.ABCDyfig. 98, c'est chercher combien ce rectangle 
eçntient de fois un qnarré ahcd dont on suppose que 
le côté soit égal a la droite prise pour mesure com- 
mune des longueurs des droites; et, d'après ce qui 
précède , on aura, en concevant la base et là hauteur, 
AB et BCy du parallélogramme ABCD rapportées a 
cette mesure, 

mbàdlAÉCDli^XbclABxBCjOu II t «-^X -^; 

'ce'tjûî montre que le rectangle ABCD contient le rec-" 
. iangle abcd^ ou Vaire prke pour uhîtéj comme le pre- 
ziuitrihi nombre zi^ unités linéaires contenues dans sa 
haéè AB, mUUipUépar le nombre d'unités linéaires con- 
téhuèé dans sa hauteur BQ, contient V unité numérique , 
es^presslpn dont l'exactitude est évidente, puisque les 
rapports .y. sont réduits à des nombres. Ce n'est que pour 
abréger qu'on la remplace par celle-ci : L'aire d'un 
rectangle est égale au produit de sa base par su hauteur; 
•t il faut toujours être en état de destituer, d'^après fà 
première , ce -qu'on % «ous-entendu dans la seconde. 

La vérité de la proposition précédente résulte de 
Finspection seule de la figure , lorsque le côté du quarré 
abcd, pris pour mesure commune, est contenu exacte- 
mëritdansla base et dans la hauteur du rectangle ^i^CD. 
i£n menant alors par tous les points de division de Isi 
l>auteur BCy des droites ^y parallèles à AB, on partage 
le rectangle ABCD en autant de rectangles ^aux, ou 
bandes , que sa hauteur contient dé fois ab ; et chacune 
de ces bandes peut , comme AÛef, être partagée en 
autant de quarrés Begh, égaux à abcd, que la base AB 
contient de fois ab : le nombre total des quarrés égaux 
h Begh j contenus dans le rectangle v^^C£>| est donc 



cgal à celui des quarrés contenus dans une bande ABef^ 
multiplié par le nombre des bandes, ce qui fait lé 
produit du nombre d'unités linéaires de la base^pâr le 
nombre d'unités linéaires de la hauteur. * '*' - 

169. I*' Corollaire, Si les deux côtés du^ reçta.nglç 
^B elBC devenaient égaux , auquel cas il se change- 
rait en quarré , son aire serait mesurée par la «eçor^dû 
puissance de son côté j^B , c'est-à-dire qu'il contient 
drait le quarré abcd, pris pour unité, autant de fois 
que la seconde puissance du nombre d'unités linéaires 
contenues dans son côté, contiendrait l'unité tkam&f 
rique; et de là vient qu'on appelle aussi quarré d'uu 
nombre' la seconde puissance de oe nombre. 

170. 2* Corollaire, L'aire d'un parallélogramme se 
mesure par le produit de sa base par sa hauteiir. £n 
effet , les parallélogrammes de même base et de même 
bauteul* étant équivalons (161)^ un parallélogràsnhiè 
quelconque est nécessairement équivalent au rectangle 
de même base et de même hauteur. On conclut encore 
de là que deux parallélogrammes quelconques -étant 
entre eux comme leurs mesuras respectives , sont par 
conséquent dans le rapport des produits de leur h&sp 
par leur hauteur^ et simplement comme leurs bases, si 
leurs hauteurs sont égales, ou comme leurs hauteurs, 
lorsqu'ils ont même base. . ' / 

171. 3* Corollaire. L'aire d'un triangle est mesurée 
par la moitié du produit de sa base par sa hauteur^ puis- 
que tout triangle est la moitié d'un rectangle de même 
base et de même hauteur. Les moitiés étant entre elles 
comme les touts , les triangles quelconques seront entré 
eux comme les parallélogrammes dont ils font partie,: 
et par conséquent comme les produits de leur base par 
leur hauteur (h® précédent), ou comme leurs bases ~ 
quand leurs hauteurs sont égales-, ou comme leurs hauy 
teurs quand ils ont même base. 
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PROBLÈME. 

1 7X Transfermer en un juarréj un paralUlogrammér 
ou un triangle donné. 

^*8* 99* Solution, i*. Ootrouyerale côté FG,fg, ggr,âuqaarré 
FGHl équivalent au parallélogramme donné, ABCDy 
en prenant une moyenne proportionnelle entre la base 
AB et la bauteur DlSi de ce parallélogramme. 
£n effet j, on a> par cette construction^ 

d'oà IV)B tire 

et comme AB X T>É est la mesure de Paire du paral-^ 
léloçramme proposé^ et FG celle du qu^ré FGHI^ 
construit sur FG yCf*XVà derpiàre fig^ve est; équivalente 
à Vautre. 

a*. A regard du triangle AffD\ c'ea»t entre la base 
A'Bf et la moitié de la hauteur D'E que doit être 
prise 1» moyenne proportionnelle FG , parce qu'pn a. 
alors 

A'ïï : FG :: fg : j d'e^, 

d'oiiil.suit 

çâI'xWjs^^'fgI 

le premier de ces produits exprime eu effet l'aire du 
triangle y et le second celle du quarré. 

1 73. Corollaire, On peut, par le moyen du problème 
précédent^ transfori^er un polygone quelconque en un 
quarré équiyalent ] il &udra d*abord le transformer en 
un ^iangle par le procédé du n^ 164 ; et l'on changera 
ensuite ce triangle en un quarré. 

} 74* Hemarque^ Tout polygone pouvant être pai-tagc 
en triangles (81) , on évaluera spn aire en calculant sé-« 
parement celle de chacun dea triangles q^ui le qomposiçat^ 
et en prenant la somme des résultats» 
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THÉORÈME. 

r75. L'aire ^ un quadrilatère ABCD^ fig. too^</a/i«Fîg.ioo.* 
iequel deux côtés sont parallèles, et qu'on nomme 
frapize , se mesure par le produit de la demi-somm^ 
des deux cét^s parallèles j A6 et CD, multipliée par la 
hauteur EF^ prise entré ces côtés. 

, Démonstration, En tirant la diagonale CB, on par- 
«B^a ht trarpesEe en devtx triai^Ies JtB C et BCD^ dont 
EF sera la hauteur commune ; et parce que' 

ABCD=ABC+BCD, 

ABC:=ziAB><EFy BCD=iCD><:EF, 
on aura 

ce qui ^t Pénoncé du tliéorème. 

n est Son de remarquer que la droite GH, menée 
parallèlement à JB, par le milieu G de l'un des côtés 
non parallèles du trapèze, sera égalée i (AB+CD),. En 
effet, le point tétant aussi le milieu de BD (58), la 
.similitude des triangles BGD et BIH fait voir évidem- 
ment que /ffssi CD, et celle des triangles ACBei GCI 
prouve de même que G/= J AB , d'où il résulte 

GIf=z G£ + //î = ^XAB ^CD). 
La droite GH partageant aussi £F envdeux parties 
égales (58), se troure à égala distance de^t côtés paral- 
lèles du. trapèzQ^et l'on peut djre.par conséquent , que 
l'aire du trapèsse se mes ifre par Reproduit de sa ha uteur, 
multipliée par une ligne menée àégale distance des deux 
bases parallèles. 

' THEOREME. 

176. Les aires des^ polygones semblables sont entre 
elles comme les quarrés des côtés homologues de ce», 
polygones. 
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DémonatratioH. i^ Si les polygones proposés sont de» 

Fig. lox. triangles quelconques ABC et abc,/sg. loi, les triangles. 

' rectangles BDC et bdcy formés par les liauteurs des 

premiers ^ seront semblables comme ayant , outre les 

angles droits Detd^ les angles égaux Betb: on aura 

donc 

CD : cd :: bc: be\ 

mais, par la similitude des triangles ABC et abcf on a 
aussi 

AB : ab :: bc: bc\ 

multipliant ces proportions par ordre , et divisant par a 
les termes du premier rapport de la proportion com"* 
posée « il viendra 

\ÂB X cô : iûè X cl :: 5ïï*: "^c* 

résultat dont les deux premiers termes expriment le^ 
aires respectives des triangles ABC et abc (171) : donc 

ABC : abc :: ^*:"iZ* 

2**. Deux polygones semblables ABCDE et abcde^ 
Fig. 5i.j^. 5i , étant partagés en un même nombre de triangle^ 
semblables (8^) et scmblablement disposés ^ cbaque 
triangle du premier polygone sera à son correspondant 
dans le second , comme le quarré de l'un des côtés du 
premier polygone est au quarré du côté homologue du 
second; on aura 

ABC lobe :: ^AB Cab, 

AEC : aec :: 'aE'i aê] 
JEDC,: edc :: "]ÊD*: Td. 

Mais la similitude des polygones donne cette suite de 
rapports égaux : 

AB : ab :: ae : œ :: ed : ed, 

de laquelle on tire 

AB*: Ob'":: 'Te^ \âe vrÏÏD \ eà,^ ' 
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ce qui prouve l'égalité des rapports de chaque triangle 
de l'un des polygones à son correspondant dans l'autre, 
et d'où il résulte 

ABC : ahe W AEC : aec V. EVC ; edc. 
On déduira , de ce^tte dernière suite de rapporte égaux , 
ABC'^AEC + EDClabc+aeC'^edc:iABC\abc, 

ou ABCD : àbcde :: ABC l abc V. Âb\ ab* 

Le même i^aisonnement aurait évidemment lieu quel ^ 
que fût le nombre des côtés des polygones proposés. 

THÉORÈME. 

177. Les aires de deux triangles qui ont un angle 
commun , sont dans le rapport des produits des côtés 
qui comprennent cet angle» 

Démonstration. £n abaissant les hauteurs CD et FG^ 
fig, loi, des triangles ABC et AEF, on forme les Fig.ioi^ 
triangles semblables A CD et AFGy qui donnent 

CD : FG :: ac : af-, 

et , par le n** 171 , il vie^t 

ABC : AEF llli X CD lAEX FG: 

si l'on multiplie ces deux proportions par ordre en sup- 
primant le facteur CD, commun aux antécédens, et le 
facteur FG, commun aux conséquens, il en résulte y 
conformément à l'énoncé , que 

ABC : AEF :: ab x ac: aexaf. 

THÉORÈME. 

fjS. Le quarré AEHL> fig. 102, construit surThy-Tig^iù^». 
poiènuse dfun triangle rectangle ABE^ est équivalent 
à la somme des quarrés ABCD et BËFG^ construits sur 
Us deux autres côtés de ce triangle. 

Démonstration. On serait en droit de conclure cette 
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proposition de celle do n^ 75 , puîsqu^il a été prouvé 

d&BS ce* numéro, que AB + BE ^s^AEj et qne^ d'après 

len* 169,^^, BEj AE sont les mesures respec- 
tives des quarrés ABCDy BEFGf AEfff.-^ mais ces 
coBsidéràtkmssapposant les lignes el les aires rapportées 
à des nombres 9 f ai }ugé convenable de démontrer la pro- 
position immédiatement sur les aires , ainsi qu'Euclide 
Ta fait , et sans employer des rapports de lignesw 

Pour eela^il (aut, de l'angle droitJ? du trian^e^^£, 
sdxiisser, sur rbypoténuse AE, la perpendiculaire BK 
et la prolonger jusqu'en I, puis mener les droites DE 
et BL. Le triangle DAE ayant même base AD que le 
qnairré ABCD y et étanA compris entre ks mêmes paral- 
lèles ^tfD et CE^ sera équivalent à la moitié de ce 
quarré (162) ; de même, le triangle BAL ser^ équivalait 
à la moitié du rectaoïgle AKIL^ construit sur sa base 
AL et oomprîs entre les mêmes parallèles AL et BL 
Or, les triangles DAEtX BAL sont égaux (i^), parce 
que l'angle D^jS^ composé de l'angle droit DAB et de 
Tangle BAE , est nécessairement égal à l'angle BAL , 
composé aussi d'un angle droit EAL é€ de Pangle BAE, 
et que les côtés AD et AB , AL et AE sont respective- 
ment ^aux comtne côtés d'un même quarré : donc la 
moitié du quarré ABCD est équivalente à celle du 
rectangle AKlL\ donc le quarré ABCD sera lui-aaême 
équivalent au rectangle. AKIL. On prouTera- de même 
que le quarré BEffG est é^^iû valent au rectangle EHIK ; 
et il résultera de la que le quarré AEHL^ composé des 
deux rectangles AKIL et EHIK y est équivalent a la 
somme des quarrés ABCD t% BEFG. 

179. 1*' Corollaire. Les rectangles AKIL , ÊBIK 
et le quarré AEHL , ayant même liautenr AL , sont 
entre eux coRune leurs bases ( 1 70), en sorte qu'on a 

ABCD : BEFG : AEHL :: AK : KE : AE ; 
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c'est-à-dire que ks quarrés construits ê^v les côtés de 
l'augle droit d'un triangle rectangle sont au qnarré 
construit sur l'hypoténuse , comme les segmens adja- 
cens AK et KE sont à l'hypoténuse entière jiE, 

180. a* Corollaire. Puisque les aires des polygone^ 
semblables sont entre elles comme les quarrés des côtés 
hQm<^gucs de ces polygones (176), si l'on construit 
sur les cètés dé l'angle droit du triangle rectangle JBE , 
Jpg. io3, et sur son hypotépnse ^E, trois polygones Fig.ioB. 
semblable xX^Y, -^ > on aura ^ 

xiJS':: y\Tev.zi ae] 

d^oii l'on tirera 

x+yxaS^+Wev.z :ae\ 

et du théorème précédent, qui donne AB + BS=AE ^ 
on conclura X + 1^= Z j c'est-à-dire que le polygone 
oonstrait sur Phypoténùse est équivalent à la somme 
fies deux OL^itres. / 

PROBLÈME. 

181. Construm un polygone ^emblahU à i^n autre, 
et dont Paire soit dans un rapport donné açec celle du 
premierj ou soit^^qui^aieute à ua.quané donné. ^ 

Solution. Dans le premier càs,-si i»c,fig. io4 j désigneF g. io\. 
l'an des côtés du jpolygotie^miéy^t que l'aire de ce 
polygone soit à celle du polygookié' cherché , dans le 
irappo^t d^ deiipL droites queloa^àques iKf et JV, cm pren- 
dra > sur une droite indéfinie AÊ, deux parties AK et ^ 
KE qui soient dans le même rapport ; sur leur somme 
ASy comme diamètre , on décrira une demi-circonfé- 
rence > oa âëvera la perpendiculaire BK ; on tirera 
lès cordes AB et BE-, enfin, on portera sur AB, de B 
en Cy le côté bc de la première figure , et ayant mené 
CD parallèle à AE , on aura en BD le côté qui , dans 
le polygone cherché > est homologue à bc. La question 
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8eia donc ramenée à construire sur BD; un polygone 
semblable au polygone X , ce qui s'e£fectuera par le 
procédé du n® go. 

Pour prouver la construction précédente, on déduit 
d'abord, des triantes A BE et C^i>y semblables entre 
eu!L , les proportions 

AB:BE\lBC\BD et 55*: BE^ll BC^l Bd\ 

maisy par le n^ 179, 

ab\ be\\ jêCi ke o«l :: M:if: 
donc Bc\ bd\: M: N\ 

donc (176) le polygone construit sur BCsersi au poly- < 
gone construit sur BD, dans le rapport de M k N, 
comme le demande l'énoncé de la question. 

Si le côté bc de la figure X excédait jàB, on pra« 
longerait cette ligne en C ; mais la construction et la 
démonstration ne changeraient pas pour cela. 

Dans le cas où l'aire du polygone demandé devrait 
ctre équivalente à un quarré donné N*, on transfor- 
merait aussi en un quarré le polygone donné ^ et M^ 
représentant ce quarré , il faudrait qu'on eût 

le*: BD^\: JkPlN^, 
d'où il suit 

m:N\:bc: bd-, 

ainsi BD s'obtiendrait alors par les lignes proportion- 
nelles (62), ou bien on pourrait prendre jiK et KM 
dans le rapport des quarrés M^ et iV*. 

THÉORÈME. 
182. Uaire d'un polygone régulier a pour. mesure, la 
moitié du produit de son contour par le rayon du cercle 

inscrit. "^ . 

Démonstration, Ce polygone peut être partagé en 
autant de triangles ^aux qu'il a de ^tés (iSg) ^ l'un de 



CCS triangle», jiB O, fg. 79,est mesuré par J -^/? X OG ; Fig. :<> 
«n répétant ce produit autant de fois que le polygone a 
de côtés, Êx aura , si iV en désigne le nombre, 

. iNxJBx Ôg\ 

mais Vx ^B sera le contour ou le périmètre du poly- 
gone : en le représimtant par P, il viendra donc 

ipXÔG, 

eomme le porte l'énoncé de la proposition. 

Le rayon du cercle inscrit se nomme aussi apothème; 
et l'on dît, en conséquence, que Vaire d'un polygone 
régulier a pour mesure la moitié du produit de son 
périmètre par son apothèm£^ 

i83. Corollaire. Il suit du théorëme précédent et du 
n^ i4<y, que les aires des polygones réguliers d'un même 
nombre de côtés, étant entre elles comme les qttarrés de 
leurs côtés y sont aussi entre elles comme les quarrés des 
xayons des cercles dans lesquels ils sont inscrits ou aux- 
quels ils sont circonscrits. Kn effet, on a successivement 

ABCDEFl abcdef\:^^:'âb\ 
. AB : ab V. AO Zoo (i4o), 

d'où il résulte ]-. 

^ ABÇDEF : abçdef \l AO\ ao* 
Oh trouve de même 

ABCDJÉF: abcdef:: Og\ ^* 
en observant que AO t ao il OG l og (i4o)- * 

' 184. Remarque» En appliquant la proposition du 
numéro précédent aux polygones réguliers inscrits et 
: Circonscrits au même cerde, on reconnait qu'il est tou- 
jours^ possible de trouver deux polygones du mêtaae 
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]JfBeiX^àn numéro précédent t donc le produit | CR 
€st égal à la vraie mesure de l'aire du cercle (*). 

i88 Corollaire. II suit de là que les aires des cercles 
sont entre elles comme les quarrés de leurs rayons ou 
de leurs diamètres. En effet , puisque l'on a cette pro- 
portion: 

c: c y.niR' (i54), 

si on la multiplie par la proportion 
qui est évidente , il viendra 

iCR: iCK ::r^ ir'^ 

proportion dans laquelle les deux termes du premier 
rapport sont, d'après ce qui précède, les mesures des 
aires des cercles dont les rayons sont RetR' \ de plus , 
il est visible qu'on a 

R^ : R'^ :: d^: d's 

en désignant par D et 2/ les diamètres ^ puisque Ds=2R, 
D' = %R': donc iCR : i CR' ;: Z>» : D'% ce qui com- 
plète renoncé de la proposition. 

Si l'on représente par sr la circonférence dont le dia- 
mètre est I, la surface de ce cercle sera ;J X ^^ =î sr ; on 
aura donc 

;|7r liCK :: I : d'*, d'où i CR'-\^iy\ 

{*) On prouve immédiatement qne la mesure de l'aire dn cercle . 
ne peut être ni plus grande ni plus petite que j CR ; car si le pre- 
mier cas avait lieu, | CJt serait alors la mesure d'un cercle plus petit 
qnc celui dont le rayon = Ji , tandis qu'en inscrivant dans ce dernier 
un polygone plus grand que l'autre cercle {voyez la note page loa), 'v 
ce polygone aurait n<fanmoins pour mesure un produit moindre 
que? CiRftpnisque son contour et son apothème sont respective- 
ment moindres que C el H, 

On ne peut pas supposer non plus que le produit J CR soîl la 
mesure d'un cercle plus grand que le propose' j car, en inscrivant dans 
le plus grand cercle un polygone qui surpasse le cercle proposé, ce 
pbïygone aurait une mesure plus grande que celle qu'on assigne an 
cercle dans lequel il est inscrit. 
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ce m\ m.f}ï\iK^q^e Vaire d'un cercle est é^le au quatre 
du cfiamèfre mi^Uipliè pqr le \ du rapport de la circon-; 
Jérence au diamètre. En piettant pour ZX* sa valeur 4^*^ « 

OD aura ctR'*, ou le quarrè du rayon multiplié par te 
rapport de la circonférence au dùs^mètre. 

THÉOUÈME. 

par les deux ramone AOj BO^ faisant entre eux un 
angle quelconque j et par Varc de ce rclé'kY%j figure que 
Von nomme secteur cle cercle, a pour mesure la mottU 
du produit de Varc AFB^ par le rayonKO. 

Déinonstrcaian, S\ , parole icaatre Q, qa éliçyerOO 
perpendiculaire sûr le diamètre AE^lei c6tésde Tangle 
droit AOD et l'arc ABD comprendront évidemment 
entre eux le quart de l'aire du cercle ; et le raisonne- 
ment du n° 109 prouve que l'aire du secteur AFBO est 
à celle du secteur AODy dans le rapport de l'arc AFB 
à Tare AD. Mais puisque l'aire du secteur AOD est 
le quart de celle du cercle ^ on aura 

JOD = 1 X i C X Ad= J C X AO, 

et la proportion énoncée ci-dessus,. 

AFBO : AOD :: aj^b : ad ou j c, 

deviendra v 

. AFBO : J C X JOMAFB :{Q, 
ce qui donnera 

^ AFBO^\liFBy:Ad. 

comme le porte l'énoncé de la proposition. 

190. Remarque. On obtiendra l'espace AFB A , com- 
pris entre Tare AFB et la corde AB, en retranchant 
de l'aire du secteur j/F50 celle du triangle ABO. 
Géométrie. i4* édition. 6 
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Cette dernière sera exprimée par j BG X j^O^ si 
£G est perpendiculaire sur ^O (i 7 1 ) ; et en retranchant 
sa yalear de celle du secteur AFBO (189) , on aura 

AFBJ:=zl AFB xJO — iBGxJd 
:=ziiAFB^BG)AO, 

.c'est-à-dire la moitié du produit de la différence entre 
l'arc ÀFB et la perpendiculaire BGjpar le rayon AO (*). 

li. B, L'espace AFB A se nomme te segment^ et la 
portion FH du rayon OF perpendiculaire sur ta corde 
AB, est Isi flèche. 

{*) La perpendiculaire BG est employée dana la Trigonométrie t 
(t'est ie simis de l'arc AFB, 
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DEUXIÈME PARTIE, 
SECTION PREMIÈRE- 

Des Plans , et des corps terminés par des 
surfaces planes. 

iV. B» Dnns tout ce qui va suivre, les figures embrassent l'espace 
avec ses trois dimensions. Les lignes ponctuées sont celles qui passent 
derrière de» plans. 

DES PLANS ET DES LIGNES DROITES. 

191. Puisque la ligne droite s'applique exactement 
au plan dans tous lefa sens (2) , il est éTident que dès 
qu'une llgnejroite a deux de ses points dans un plan , 
elle y est tout entière, "sans quoi on pourrait mener 
par deux points plusieurs lignes droites, Tune <|ui serait 
tirée , dans le plan même , par les deux points donnés , et 
les autres qui auraient des prolongemens hors du plan , 
ce qui ne saurait s'accorder arec Vidée qu'on a de la 
ligne droite. 

1 02. L'intersection, de deux plans est une ligne droite, 
elle est premièrement une ligne d'après les définitions 
du n^ I ; et si l'on conçoit que , paf deux points de 
cette intersection, on tireui^e droite, elle sera en même 
temps dans l'un et dans l'autre plan (n^ précédent): 
elle ne pourra donc être que leur intersection. 

i(}3. Par une ménie ligne , droite ^By fig. 106, onFîg. io6. 
petit faire passer une infinité de plans diSférens, CZ), 
jEF, On y etc. Pour yen conyainçre, il suffit d'obsenrer 
qu'un plan peut toujours tourner autour d'une droite 

9 • 



tirée par deux de ses points, et prendre ainsi un nombre 
infini de positrons diffërentes, sans que les points de ]* 
droite changent de place; mais on conçoit que le plan 
s'arrêtera , è^ foin 4x/î/bors 4f^ ofâ:è'1îg|vK/i|n point par 
lequel il doive passer. Il résulte de là qu'un plan est 
donné lorsqu'on connaît trois points par lesquels il doit 
passer, comme une ligne droite ?ëst paf deux. 

On peut aussi le prouver en montrant que deux plan» 
Fig. 107. qui oi?Jtroi^ points çonqrnuns, 4n^\ ^^fis* ^^, ^^M^' 
' iondeut dans toute leur étendue^ et , pour cela , il suffît 
d'observer que si , par un point quelconque E , pris, sur 
un de ces plans, on mène une droite JEF, rencontrant 
deux des trois lignes AB^ AC et ^C, qiii joignent de^x 
à deux les points communs , et qui , par cette raisoii,»- 
sont à la fois sur les deux plans (191), cette droite sera 
aussi comanne siux mêmes ^tans , puisqu'elle y aura les 
deux points e elfy où elle coupe AB et BC. 

. ig4% Peux Iigp,e^ qui s# co^ipeiit spot paF conséquent 
dans un nuèv^e plan ; g^c, eu faisi^pt passer un plan par 
Jl'vipe d'elles^, AB^ p^r exemple , ^t par ^ pqint C pri» 
sur BÇ^ ce;tte iderniëre ayant 4eux dei ses* pointa, BetC, 
^ans le pl^> y seiCa tpqt eatièfift (*9i> 

Il esjt évident jpiar \h qu*^ joign^^nt deux 9 4e«x, p^r 
de^ droi^^> trpif pplot^ prt^ d't|nf mainjèpe qi^IçonqiAe 
dans l'espace , le triangle résultant , ABÇ; jsâra tout 
entier dans un même plan. 

It n>il est pas ainsi de quatre points pris anKasâ^d : 
']ti pian qui passe par frois d'entre eux', ne passe pas 
ton/ours par le ^à'trièirie ; et, dànis'cc cas, le quadri- 
toère qui eif résulte ^ti'iâtàiît pas dans un plan , s^ nommie 
qiiaàriiîAtëre •^ûche. 
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se reii<S(Ai(rer ; bd^ on peut «tors meiler^» un souI point 
autant de perpendîculàirea à nne métne droite qvpt j^>n 
p^t.fairp passer de piaf» par cette droite, c'e«t'à-;dirc 
une infiiûté. Les droites ^C^ AE, AG ^fyr, 106, peu- Yi"- ioC). 
vent t€H»tes ^tre pfBrpendiciiIaires sur AB^ la première 
dans le plan CD , U seconde dans le plan EF ^ la iroi- 
stëme dans le plaît GH. S'il en arrive autant aux lignes 
BD, BFet BH, BD et AC se^Oht parallèles, comme 
étant perpen^icni^ires k la m^me droite AB daips le 
pian CD ; mais ces droites ne seront parallèles a auéun^ • 
ded^autreSé 

THÉORÈME. 

rg6. Une droite (Aj fig. io8, iUçiè hors â^uh plan ^/j^, ,^^5 
ABj perpendiculairement à deux autres j DE^ Ht j 
menées par son pied ï> dans ce plan, est perpendicw 
laite à toiites celles qù*on pourrait mener par ce point 
dans le mente plan. 

DémoNstruUon, Soit DG une droite menée par lé 
point r>, d'une manière qiielconque , dans le pUn AB\ 
il faut tirer une droite EF qui coupe DG, prolonger, 
au-dessous du plan J^^, là droite CD d'une quantité 
CD=zCD, tirer enfin les droites CE,CG, CFy.CE, 
CG et CF. Cela fait, puisque CD est perpeiAliculaire 
sur DÉ et Sur DFj oelles^ci le seront sur C<? (i3).; 
les obUqoes CE et CE^ CF et CF seront i%ales 
comme s'écartant également du pied de la perp^di^ 
culaire (27) ; et, de plus, le côté j^F étant commun aux 
triangles CEF et CEF , ils auront tous letars côtés 
égaux , chacun à chacun , et seront par conséqueilt 
égaux (29) *: leurs angles CEE et CÈF seront donc 
égaux. Il en sera de même des triangles CEG et CÉGy 
dans lesquels ces angles sont cr)mpns entre un côté 
commun EG et deux côtés égaux CE et ^CE (16). 11 
suit de là que les côtés CG et CG sont égaux ^ et 
comme ils s'écartent également du point D, il en résulte 
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que la droite IJ0eat perpendiculaire inr CD (27), et 
réciproquement, CD but DG (*). 

197. Remarque. La ligne CD tombant à angle droit 
sur toutes celles que l'on peut mener par son pied dans 
ce plan , et n'inclinant par conséquent d'aucun c6té 
vers le plan, lui est perpendiculaire. 

THÉORÈME. 

Fig.109, '98* '^^ ^^^^ droites j EDj FD^ GD^ fig. log, sont 
• perpendiculaires à une même droite GD^ par un mime 
point Dy elles sont toutes les trois dans un même plan 
perpendiculaire à cette dernière. 

Démonstration. Sx cela n'était pas, on pourrait, par 
les deux droites ED et FD, mener un plan j4B auquel 
CD serait perpendiculaire, et qui couperait le plan 
OZX^mené par GD et CD, dans une droite G'D qui 
serait aussi perpendiculaire sur CD (196) : on aurait 
donc alors, sur la même droite CD, par le même point 
D, et dans le même plan, deux perpendiculaires, GD, 
G'D , ce qui est impossible (32). 

THÉORÈME. 

199. Par un point pris j soit hors d^un planj soit 

sur ce plan j on ne peut jnener qu'une seule perpendi^ 

cidaire à ce plan; et^ par le même point d'une droite j 

/ il ne peut passer qu'un seul plan perpendiculaire à cette 

droite. 

Démonstration. Le premier cas de la proposition est 

presque éyident par lui-même ; car si , par le point C, 

Fig. 108.^. 108, on pouvait abaisser sur le plan AB une autre 

perpendiculaire que CD, CG, par exemple, cette droite 

serait a^issi perpendiculaire sur GD, et le triangle 

' — ■ ^ — : . 

(*) Cette démonstration , du même genre que celle d'Ëuclide , 
mais plas simple, m'a été communiquée par M. Cauçhy, alors fort 
jeune et dc'jh très distingué. 
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CGZ> aurait deux angles droits , conséquence absurde 
(5a). 

Dans le deuxiëme cas » si , par la seconde perpendicu- 
laire CDfjpg, 109, et par la première CD, on faisait pig. 109. 
passer un plan , il faudrait que les deux droites CD et 
OD fussent en même temps perpendiculaires à ht 
droite DE, dans laquelle il rencontrerait le plan u4B^ 
conséquence encore absurde. L'énoncé de la proposi- 
tion est donc yrai dans uea deux premières parties. 

A r^ard de l|i troisième, si , par le point D, on pou* 
Tait mener, perpendiculairement à CD, un autre plan 
que AB, qu'on tirât par ce point , dans le premier, une 
droite quelconqtie GD, alors le plan GDC, mené par 
cette droite et par la perpendiculaire CD, rencontrant 
le plan AB dans une droite CD. différente de GD^ il 
s'ensuivrait que deux droites G'D et GD , comprises 
dans le même plan que CD, seraient perpendiculaires 
au même point de cette droite, ce qui est absurde (3a). 

THÉORÈME. 

aoo. Les obligueê qui s^écartent également de la 
perperuiiculaire à un plan ^ sont égales / celles qui s'en 
écartent le plus sont les plus longues j ft la perpendicu'' 
laire est la plus courte de toutes les droites que l*on 
peut mener d*un point donné à un plan. 

Démonstration. La perpendiculaire étant CD^fig,i 10, pig. , 10. 
i^. tous les points situés sur la circonférence du cercle 
EF, décrit du point D comme centre, sont également 
éloignés du point C , puisque, les angles en D étant 
droits, les triangles CDEet CDF seront égaux comme 
ayant le côté CD commun et les côtés DE, DF égaux : ^ 
ionc CE^siCF. 

a®. Si l'on joint le point G, extérieur au cercle ; avec le 
centre D, la droite GC, située dans le même plan que 
les droites CF et CD, sera plus longue ^ue CF (27). 

3*. La ligne CD, éyidemment plus courte que CFy 
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sera nécessairement plus courte que toiiteà celles qtié 
l'on peut mener du point C sur le plan AB. 

20 t. Remarquée. GUaqdiB point deia droite CD étant 
également étoî^në de tous l;eux dé la oirconférience EF, 
{^ëut A;re employé à la description de cettie eirconfé-" 
rSnce, comme lé cerf tte !>. 

CTést par ce ino^ën ^n'oti abaisserait une jpérpètidt* 
cùlàire sur un plan, psib un poitlt eitérieuir : d'abord, 
du point C , on décHrèit Star le plan j^B ^ un cercle dont 
on Chercbërbit Iç cétttte D ; et en le ftiîgnsint avec le 
point C, on aurait la diHdite CD perpendiculaire suiF 
le plato jiB. 

La perpendiculaire CD, étant la plus courte lighe 
qde Ton puisse mener du point C sur le plan AÉ', ofitë 
la nièsnrenilturetle de la diStaUlce du point 6 à ce plan. 

THÉORÈME. 

302. Si, d'urspoèM Gcle la droite GG^ oblique amplan 

tig. m AB^ fig. III y on abaisse sur ce plan la perpendiculaire 

CDj et que Von joigne lés points G ^1 D par une droite j 

là droite ëF^ menée dans le plan AB> perpenâicuiaire^ 

mina à GD , sera aussi. petpendieuiaire sur GG; 

Démonstration. Ayant pris GE^^GF, et tiré \ti 
droites ED, FD, dan^ le jilan Jfi5, Oh atii-a ED == 
FD (37). Menant ensuite les obliques CE et CF, ellèi 
, seront égales» puisqu'elles s'écarteront paiement de la 
perpendiculaire (200); mais en les considérant > par 
rapport à CG , dans le plan ECFy elles s'écarteront 
également du pied G de la droite CG > qui sera par 
conséquent perpendiculaire sur EF (3o). 

THÉORÈME. 

Fis- lia. 2o3. Une droite DE^ fig. 1 12, «ift*^* hor9 df un plan 
hJèj ytittis pûràilèïe à une ligne ^quelconque A€ fKiknée 
dans ce phh, fie le renconih! poikt J quelque proiôngée 
qu'on la suppose j et ^èt en même iemps pa^llèîe à 
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ioàte droiie BF tfUnêé dam le pian AB^ pumll^UmerU 
a-AC. ■ •■ # ' 

DJnïànatmtiûn: t\ La droite £>iS> se trouTant av«c 
là droite -?^C AAttîs uti inéitte plan ^A «c pbikrr4itr«n*H 
contrer le plàh AB que dfeitié so& iâterseetion ateo ie 
j»réGédétkt, c*est*à-dire sut >^C; mais, par l'hypothëse» 
Z7J? ne pouvant rencontrer ACy n\e i^enôontreni'^a» 
non plus le plan jiB. 

2°. Si , par la droite DÉ et par Pun des points B de 
la droite BF, supposée parallèle. à' AC, dans le;.p)an 
AB, op mené le plan Df^la droite Bf sera, nécessaire- 
ment parallèle à DE y puisqu'il vient d'être prouvé que 
DE ne saurait rencontrer le plan AB dans lequel Bj^ 
est aussi contenue*, et , d'après ce qui précède ^ la ligne 
u^C\ parallèle à DE^ ne pouvant pas non plus ren- 
contrer le plan Df qui contient cette dernière, ne sau~. 
rait par conséquent rencontrer la droite u6[/qui s'y 
trouve aussi. Les droites AC. et Bf contenues dans le 
ntème plan AB , ne se rencontrant point > seront dotnc 
parallèles ; et comme oh ne peut mener par le point B 
qu'une seule parallèle à AC (4o), il s'ensuit que i^se 
confond avee u9F, ou que DE est parallèle à BF^ 
deuxième partie de la proposition. 

204. Corbliairé. Il est évident pair là q\a)e deul droites 
DEetBFy parallèles à une troisièÀie AC, sont parallèles 
entre elles ; car, en. imaginant un plan ÀB qui passe par 
les droites BFei AC, la droite DE rerAplira les ooà^ 
ditions de l'énoncé dn théorème ci-dessus; 

THÉORÈME. 

ao5. Lfis angles B€D ei £AF fui ont les cSléa parai* 
lèlen et l'ouverture tùùmée dans k même sen^, sont 
égaux;, quoique situés dcais des plans différent. 

Démonstration. Si , par les côtés parallèles CD et AE, 
CB et AF^ on fait pass<ir deux plans AD et AB^ qu'on 
prenne CD^s^^AE, CBzszAF, et qu'on mène DE, 
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BF, DB^ EF,^ figures ACDE, ACBFiwexoùt da» 
parallélpgram^^(79); lescâtés ED et BF seront pair 
conséquent égaux à AC^ parallèles entre eux (n^ pré^ 
cèdent), et formeront un parallélogramme dans lequel 
on aura DB = EF. Les triangles DCB et AEF^ ayant 
donc leurs côtés égaux chacun à chacun, seront égaux 
et donneront BCD= EAF. 

THÉORÈME. 

ao6. Sij dans chacun des plana AB et kDj on mènej 
par un point quelconque H de leur commune section 
AG> des droites IH et HG^ respectiçement perpendicû" 
laires à cette commune sectionj et que l'angle IHG 
qu'elles forment entre elles soit égal à l'angle ihg que 
forment tes droites \het hg^ menées de la même manière 
dans les plans àb et ad^ par rapport à la commune sec- 
tion ac de ceux-ci , on pourra faire coïncider les deux 
premiers plans ai>ec les deux derniers. 

Démonstration • Sx Pon applique le plan ah sur AB; 
de manière que ac tombe sur AC^ et que le point h soit 
sur lé point H^ la droite hg coïncidera nécessairement 
avec HGj puisque les angles ahg et AHG sont tous 
deux droits. De plus, les droites IH et HG , perpen- 
diculaires à AHy déterminent un plan GBI perpendi- 
culaire à cette droite (198) \ les droites ih et hg en dé-* 
terminent pareillement un autre ghi^ perpendiculaire à 
ah. Mais lorsque ah est confondue ayec AH^ les plans 
GHI^et ghi doivent se confondre aussi /sans quoi il 
serait possible de mener par le même point ^deux plans 
perpendiculaires à la même droite (199); et comme les 
anf^ies GHI et ghi sont égaux par l'hypothèse, il s'ensuit 
que, hg coïncidant avec HG , ih doit aussi coïncider 
avec IH; d'où il est évident que les plans ad et AD 
coïncident aussi ,. puisque les deux droites {û»eiihy 
placées dans le premier , se confondent avec les deux 
droites AH et IH, placées dans le second (i94)» 
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526^. I*' Corollaire, I) suit de là que l'espace compris 
«Btre deux plans jéB et jàD qui se coupent, considéré 
Qntre ces limites, petit^ quoique indéfini dans les autres 
. sens, être comparé à tout .autre espace terminé de la 
même manière. Cet espace , qui est à l'égard des plans 
08 que l'angle est à Pégard des droites {*]) , constitue 
l^angU de ces plana ^ et en mesure ^inclinaison, 

le le nommerai désormais angle dièdre^ c'est-à-^îre 
angle à deuxjhces; et }e le désignerai par quatre lettres, 
dont lesr deux du milieu marqueront la commune sec- 
tion des plans, ou ï^ arête de Fangle dièdre (*). L'angle 
formé par les plans AB et AEyfig. 1 13 , qui se rencon«. Fig. ii3. 
trent suiTant la ligne AG ^ sera l'angle dièdre BGAE 
ou DHGC. 

Il suit encore du n* précédent, que l'angle CAD, 
formé par les droites HD et HC , menées perpendicu- 
lairement à la commune section AG , des plans AB et 
AE^ est la mesure naturelle de l'angle dièdre qu'ils 
comprennent; entre eux ; car il est TÎsibte que si l'on fait 
tourner le plan AC autour de la droite AG , commune 
section des deux plans proposés , ou arête de l'angle 
dièdre, la droite -^C, qui coïncidera avec HD lorsque 
le plan AC sera couché sur AB^ décrira dans ce mou- 
vement, un plan perpendiculaire à AG (198) , et viendra 
se placer en BF dans le prolongement de HD , lors- 
que le plan AC^e trouvera <lans celui de AB ; en sorte 
que l'angle CHD cojnmence , augmente et finit avçc 
celui des plans. De plus , si l'on compare l'angle dç 
deux plans ab et ae avec celui de deux autres plans 
AB et AE , on trouvera que le rapport de ces angles 
dièdres est le même que le rapport des angles chd et 



(*) On le nomme ordinairement angle plan; maïs cette expression 
est très -vicieuse, car elle n''ofiTe que l'ide'e d'un angle contenu dans 
un plan, «t par conséquent celle de Tangle formé par deux droitca. 
Le mot dièdre est compose de deux mots grecs, dont le premier 
signifie deux f et le second^cc on hase. 
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CHD* En effet, lorsque ces âng)es soat eomnIettsurabW 
entre eux^ qu'on les dîyise en parties qài soient «iî« 
quotes de l'un et de l'autre, par des droites kJ^ £f2>% 
HD"^ et que l'on aaëne) par. la commune aeetioii a^el 
par hcfy le plan ac^^ par la oorpmuné sei^ion AG et 
])ar Biy, Hiy^ les plans AD', AD\ tm fbhrme'ra d'une 
part les angles dièdres dh^é^ d'hgCy et de l'àuU^ leà 
angles dièdres DHGD\ D'HGD", ITHGC, qui sèrÀbt 
toua égaux (206) ; et l'angle dièdre dkge «era à l'aogie 
dièdre DHGC , comme le nombre des parties donto* 
nues dans l'angle chd est au nombre des parties con- 
tenues dans l'angle CHD. 

Sx les angles chd et CHD n^étaienl pas commensu'* 
râbles entre eux, un raisonnement absoluàient sem- 
blable à celui du n° 109, prouverait que leur rapport 
ne saurait être ni plus petit ni plus grand que le rap<^ 
port des angles dièdn^s bgàc et BGAC. Il k'ésnlte donc 
de là que VantgU dièdre a pour mesure i^angU pàan 
formé par deibx droites menées dans chacune de ses 
/aces, perpendiculairement à leur comm^ume section et 
par un même point de cette droite. 

Il est évident que les angles dièdres jouissent des 
mêmes propriétés que les angles plans qui les mesu- 
rent ; les angles dièdres LGHI et BGHC^ par exemple ^ 
opposés par Tarète GH^ sont ^ux, puisqu'ils ont pour 
mesures les angles p^ans IHF et CHD , opposés par 
le sommet. 

208. 2* Corollaire. 13 n plan CD mené par la ligne FG 
Fig 114. perpendiculaire au plan AB^fig. \v^^ ne pencbe d'ail* 
cun côté de ce dernier, auquel «lest par co\i.séqili^b^t 
perpendiculaire ; car si l'on mène dans lé iplan AB\ 
perpendiculairement à CE , la droite FA', et qu'on la 
prolonge en K\ les angles GFK et GFK' étant droits 
(196) , il résulte, du numéro précédent, que les angles 
dièdres ACED et BECD , formés par le plan CD sur 
les deui parties AE et CE du platt\^i?, sont ^aùx 
comme droits. 
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Il est visible que,tfk[r làdroite CE y prise dans le plan 
^^^01^ ue pent élever pçrpepd^ulairement sw o^lui-ci 
que le $e^l plan CJQ, 

THÉORÈME. 

209. Si j par un point quelconque de la commune 
àeotipn CE des dm» plans ABj CD qui se renàon" 
irenti.à angle droit s on élève ^ perpendiculairement au 
pitmé^r^une droite FG> ceUe droiie sera comprise dans 
U second' 

]^.émonstmti<in. En effet, ai elle n'y était pas, oti 
pourrait encore 9 par cette ligne et par la ligne CE y 
mener 1411 second pluii perpisndicnlaire à AM, ce qui 
e$| ilNurde (i|^. précédent). 

1^4 dr^ûte^Crest d'^iUeur» perpendseuraire sur la 
çomn^une siection Cjp (196). 

91^0. Coroll(^ire, Il suit de \k que l'interatction GiSf, • 

^.. ïi5, de deux plans CD et EF perpendiouiairesfig.us. 
4 w^ troij^ièpc^e ASf est perpendiculaire à oe^ dernier; 
car la perpefi^^ip^f^^''^^^^^^ f^' '^ poiot C du plan 
jiB^ devant ^ par le n^ précédent^ se trouver en même 
temps dans le plan CB et dans le plan EF, ne peut 
4tre que famé oomm^uneiectioui Gfl, > < 

THÉORÈME. 

• îkif, La droite ¥Gj fïg. 1 1^, menée perpendici^lair U\% ix^. 
feinent à CE, dans ie plan CD qui rencontra le plan 
,AB à angle droit ^ est perpendiculaire à ce dernier. 

.-..•■ . ,' . . » >'•."•■•.•■; ' ^ ' • • ■ 

, PipiftnsiiratJ^it. Sf , ps^i? la pç)î«ft F^ on mèn« dans le 
1^}9.^.4B I la^l^^Ht^ F fi pf^rpendiqulaire i CE y l'angle 
.,(Î.F#.^n^ péÇ«Wi«WW|irdrpî* , pMÎsqiée le pian CD 
«Çf>, .paJÇ, )i,'hyp()Apw; .piar«pwd*^wi4aire sur :/éi? (ao8j, 
L]^4S9^ Pi^ise Xf^yaitt do^oeu môme ieiiifills perpen- 
diijç^\air,^ HHX d^«i(; dlHlil^^ ^'^ et *X, menées datts le 
plan 4^^ ,3^fivi^tM»i^pffildioiilaîre;« oeplwi figô). 
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21 a. Deux droites FG et Rh perpendiculcdres à un 
même plarij sont parallèles entre elles; et réciproque- 
ment, si la droite FG est perpendiculaire au plan AB, 
et que HI soit parallèle à FG^ HI sera aussi perpendi- 
culaire au plan AB* 

Démonstration. Si l'on joint les points F et H par la 
droite CE, et que l'on mène par cette ligne et par la 
ligne FGy le plan CD-, qui sera perpendiculaire à AB^ 
il comprendra la ligne HI, puisqu'elle est aussi per- 
pendiculaire à JB (209) ; et cette demifere se trouvant 
alors dans le même plan que FG et perpendiculaire à 
la même droite CE, sera parallèle à FG (89% 

Réciproquement, si les lignes FGetHI sbnt parallèles, 
le plan CD qui les contiendra sera perpendiculaire sur 
AB , lorsque l'une d'elles , FG , par exemple , sfera per- 
pendiculaire sur ce dernier; et comme, en yertn du 
parallâisme , l'autre droite ffl se trouvera perpendicu- 
laire sur CE aussi bien que FG , elle sera perpendicu* 
laire au plan AB , d'après le n° précédent. 

THÉORÈME- . 

21 3. Deux plans perpendiculaires^ une mémei droite 
lig, 116. Qj[^ £g^ j jg^ j^ sauraient se rencontrer. 

Démonstration. S'ils se rencontraient en effet , et que 
l'on îoigntt l'tin des points de leur commune section 
qu'on suppose être EF, ayec les points G et ^, où la 
perpendiculaire GH les rencontre y\ea droites HFétGF, 
qui, partant d'un même point, formeraient un triangle 
ayec GH, seraient nécessairement dans leméme plan 
avec cette dernière; et comme elles devraient la rencon- 
trer à angles droits (196), il s*ensniTrait que,d'itn même 
point , on pourrait abaisser dans le'même plan dieux per- 
pendiculaires sur une droite, ce ^i est absurde'(3i2). ' 

21 4* Deux plans perpendiculaires à une même droite» 
ne se rencontrant point, $on%'pàraUèles entre bAx« 
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THÉORÈME. 

ai 5. Lorsque cUux plana parallèles AB et CDj 
fig. 117, sont coupas par un troisième FH ^ les intersec- Fîg. 1 17, 
tions EF et GH sont parallèles entre elles. 

Démonstration. Il est Tisible qae les droites EF et 
GHf comprises dans le même plan FH, ne peuvent se 
rencontrer,4]nelque loin qu'on lès prolonge > sans que 
les plans ^B et CD y qui les contiennent respectiTe- 
ment , ne se rencontrent aussi 1 ce qui ne saurait arriver 
puisqu'ils sont parallèles. 

216. Corollaire. Il suit de là, i"^. que deux plans 
parallèles ont leurs perpendiculaires communes ; . ^ 

2®. Que ces perpendiculaires sont égales , d'où il 
résulte que la distance des plans parallèles est la même 
dans tous leurs points. 

En effet, si l'on élève sur le plan AB, fig. ii8, U Fig. 118. 
perpendiculaire GH^ et qu'on tire par son pied les 
droites GL et GI, lès planS LGHei /G£r couperont les 
plans AB et CD , suivant des droites Bâf et HK , pa- 
rallèles auit droites QZ« et G/, et par conséquent per- 
pendiculaires comme ces dernières à GH: donc. (296) 
GH est perpendiculaire au plan CD en même temps 
qu'au plan AB. 

En second lieu, si l'on élève; encore sur le plan AB 
la perpendiculaire RS, et que l'on conçoive le plan 
GBS, la figure GHSR sera un parallélogramme rec- 
tangle (ai 5) , et donnera par conséquent GHs=RS. 

théohéme: 

217. Si deux droites qui, se coupent sont parallèles 
à deifv autres droites qui se coupent j le plan dé ter " 
miné par U^s dfux* premières sera parallèle à celui que 
déterminent les deux autres. 

Démonstratiàh.'En èffiet,^si les droites HM et SK 
sont parallèles aux droites; >^i^ et AN, eXqmdVon abttisM 
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<la point H^ perpendicnlaîrfvpeiil; au plan AB, la droite 
GH., elle sera perpendicalaîrç sar chacune des droites 
ùL et G/, niellées dans ce plan parallèlement aux 
droites AP et AN^ et qui seront parallèles auii droites 
^ HM et HK (204} ; la ligne G£f sera donc aussi perpen- 
diculaire sur ces dernières , et par cot)$^^ç|:^t sur. le plan 
C/>*qu'«Uçs détermii^ent (ig6): les l^^m ÀB et CD 
étapt alors perpendiculairies à X^- uiéoi^ 4r^H^ GH^ 
seront donc parallèles (2 ^ 4) 1 

218. Corollaire. ll$i|itde ià que ,: par denx droites 
Fig. I ig. HQ et Glffig^ 119, qui , ne se coupant point et n'étant 
point parallèles, ne sauraient être comprises dans un 
même plan , on peut toujours foire passer deux plans 
parallèles , dont la plus oonrte distance donne c(î)le des 
deux droites proposées* 

£n effet , si l'on mène par un point quelconque T 
de la droite fTQ 9 une ligne TD parallèle à Gfy et par un 
point quelconque R de la droite GI, une ligne RO pa* 
rallèle à HQ, les droites HQ et TD., respectivement 
parallèles aux droites RO et G/, déternnuei^nt un 
plan parallèle à celui qui passera.par oes dernières. 

Il est visible que les droites HQeîGI ne pemven^ 
S^approcher de plus ^rès c[ne ces plans* 

21g: fienf arque. Si , par un point quelconque Bde 
la (}rôi|p GI, on mène une perpendiculaire RS 'sar' le 
plan C2>,le pl{\u p5, passant par if^S et par G/, sera en 
mêi|)e temM perpendiculaire sur CD et kur AB (21Ô), 
et rencontrera le premier , suivant une droite HK pa- 
rallèle à G/ (21 5) , e1(f^icqi(perf If droite HQ au point 
H y ah. celle-ci s'approche le plus de G/; car, si du point 
H ou abaisse s^ur G/ la pèrpendtcûlatre\£rG, elle sera 
perpendiculaire au |ylan AB (211} et pat oernséquent 
aussi au plan CD (216) : elle mesurera doùc "fai plus 
courte distance des plans et des droites* • 

'ft faut bien ôbstrve^ qu'elle es^ ipeftpçii^^ç^mjre en 
mémeiemi^s4v^ daUx dooltas pc9|m^$$ ^QM ^/(i9§> 



i 
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THÉaRÈME. 

220, Deux droites GH et IK^ comprises entre deux 
plans parallèles ABé^EF^fig. 120 , sont toujours coi^fig. i^A. 
pies en parties proportionnelles ^ par un troisième plan 

CD parallèle aux deux premiers» * • i 

Démonstration^ Pour le prouver, on joindra d'abord 
le point ^ et le point / par une droite HI, puis on tirera 
dans le plan CD, piar les points X, M^N ohi les droites 
GH y Hly IK le rencontrent, les droites LM et MN 
que l'on pourra considérer comme les intersections du 
plan CD avec les plans triangulaires GHI^ HIK, et.qui 
seront par conséquent parallèles aux droites G /et HK , 
dans lesquelles GHI rencontre j4B , et HIK rencontVje 
EF (aiS). te triangle GHJ , ayant donc ses côtés GH 
et HT coupés par la ligne LM parallèle, à GJ, donnera 

HL : LG :: hm: mi, hl : hg :: hmiHi, 

MN étant parallèle à HK , le triangle HIK donnera 

HM : MI :: kn : m, hm : m :: kn : ki, , 

d'a& l'on conclura , conformément à l'énoncé, 

HLiLG ::KN:NI, HL:HG::KN:Ki. ., 

221. Lorsque plusieurs plans ^SB, ESC, CSD, DSE , 
ESFf FSG, GSA, fig. 121 , qui passent par le mémëFig.»!. 
point S, se rencontrent deux à deux , l'espace qu'ils 
comprennent entre eux, indéfini dans le sens opposé àln 
point S , se nomme ordinairement àngU soUdé ; mais jb 

crois devoir l'appeler angh polyèdre j ou angle à 'pltii- 
sieurs faces , par la raison que j'ai déjà donné le fe^âta 
à^aîigle dièdre j ou angle à deux faces , à' celui que deux 
plans forment entre eux (*J . Cette nomeiieldture ofte 

(^) On Terra plus^bas d^s raisons asf ez fortes pôor baniiir dé la 
.Gëiiim^trie le mot iolû?0, dont la sîgnîficàtioii k pliw connoe daiiM 
iipirelai|gi|e,,Tépsnd.)i nne îdëe tcèi. difivfrrnt« 4< oelie qu'01^.7 
attache en Géomi^trie. * 

Géométrie, 1 4* édition. io 



d'ailleurs l'avant9ge de distinguer les angles de ce genre 
parle nombre de leurs faces. Vangle à trois farces SA BC, 

Ti%»i^^'J^g' '^^> ^^^^ nommé angle trièdrejun angle qui au- 
rait quatre faces serait un angle tétraèdre ; l'angle 

Fig.iai. SABCDEFG] fig, 12 1 , est un angle eptaèdre. 

Le point «S* où se rencontrent toutes les faces de Pangle , 
en est le somme/; leurs intersections successives S^A^SB^ 
se y SD, SEf etc. sont les arêtes de Pangle. Ce qui cons- 
titue Tangle polyèdre SABCDEFGy et le distingue de 
tout autre angle composé du même nombre de faces', 
ce sont les angles plans ASB , BSC, CSD , çtc. formés 
par ses arêtes consécutives , et les inclinaisons respec- 
tives de ces faces, ou les angles diëdres qu'elles forment 
entre elles. 

Il y à donc dans l'angle trièdre six choses à considé- 
rer , savoir : trois angles plans et trois angles, dièdres. 

THÉORÈME. 

222. La somme de deux quelconques des angles plans 
qui e9mpo8e?it un angle trièdre est toujours plu9 grande 
que le troisième. 

Démonstration, Si les angles plans ASByjiSC^ BSCy 

¥i^. 122. fig, 122, étaient égaux entre eux , ta proposition serait 
évidente par ellij-même. Dans le cas contraire^ soit ASB 

•i : ; '". Je pins grand des trois ; on y mènera ia droite SD , d,e 
jViaoîèrQ que l'anglç ASD soit égal à ASC ; on prendra 
^SZ),:?:;?^!^, et l'on tirera leï^roites ADB , AC.BC.Les 
dei^. tri^i;^les ASÇ e\ jfSD seront égam, puisque les 
ilfigjles ASC et ASD , égaux, par construotioQ , se trou- 
.)îç?rPnt coippris entre d^s côtés respecliyemènt égaux ; 
qp.Wira donc A Ç=iAD ; mais AC + BC^AB ( 1 5) , o\i 
^+^C>viZ>7f- BD' retrimchwit departet d'autre 
l^s lignes égales -^C* et AD , il en résultera BC^BD, 
.S)r, ks.triawgjles B^C et BSD ay^nt les côfés SC et 
8iDi^n% eDttreieuxet le côté iSf commun, l'angle <^C, 
opposé an côté BC plaâ ^rand'qtie'^i^si^, Biir^aîiserft 
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uéeedsalranAiit Pangle BSD opposé k àe dernier (19)4 
d'où tt ert évident que A£€ ^BSCuz ASD 4- ^P^C 
9\xvfdisse JS D+ BSD OM ASB. 

THÉORÈME: 

aaâ. Sideux angles trièdrea SABC^ S'A'ÎB'C^ fig. laS, Fig.iaî. 
sont formas de trois angles plans égaux chacun à cha'^ 
cun j les angles dièdres compris entre les angles planf 
égaux seront égaux ^ c^est^à-dire que les faces s^m^ ^ 
hlables seront également inclinées entre elles dans cha» 
cun des angles trièdres^ proposés. 

Démonstration. Soit ASB= J! SB' ,ASC=,A'S!d , 
BSC^ffS!C\ si , sur les arêtes BS et 5'5'par lesquelles 
sejoignent des apglçs plans ^aux , oiji prend 55= 5'5', 
ctqae, par les points^ et À j OD.conçoiye des plans ^i^C, 
A B'C perpendiculaires à ces arêtes, les triangles BSC^ 
ASB étant rectangles e;i B^ comnie les triangles B^S'C, 
A* SB' le sont en ^ seront éganx à ces derniers, à cause 
de l'égalité des côtés BS et B*S^ et de celle des angles 
BSC et ÏÏSCy ASB et A' SB (18) : on aura donc 

SC^SC) SA=SA\ BÇ^B'C, AB=iA'B\ 

Mais comnie ASC=A'S C, les triangles ASC el A'SC 
seront égaux (16), et donneront par conséquent AC 
i=iA'C. Enfin I les trois côtés des triangles ABC et 
AffC étanjt ég^ux, le» angles ABC et A'ffC^ qui 
mesurent les angles dièdres formés par les plans BSC 
et ASB^ ffSC et A!Sff (ao6)^ seront égaux comtne 
le pçrte l'énoncé de la proposition 

La construction ci-dessus^ supposant que le plan ABC 
rencontre en même temps les arêtes SA et SC , ne peut 
avoir lieu lorsque^ les apgles ASB et BSÇ ne sont pas 
tous deux aignsy mais si un seul ou iofis^Ies denu^ étaient 
obtuti on prolcmgiMrait aii«»delà du poinl 18^ foH l'ulie 
de§ àr^tès SA\f jSB, soit toutes lés deux. Ces prolonge^ 
mens do^neraient un nouvel angle tri^dre, dans lequel^ 
l'angle dièdre formé si»r.l'?rèi9 ,Sfi scir^it) ou le supplé- 

10.. 
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méat de CSBjiy ou la continuation. de cttt^oiglc (207). 
La même construction opérerait un changement ana- 
logue «ur l'angle trièdre y^'^'C» 

Quand les deux arches SA et SC sont perpendicu- 
laires à SBf elles sont parallèles au plan ABC\ mais 
alors leur angle^^Cmesure l'inclinaison des plans .S^^ 
et SBC ; il en est de même dans le second angle trièdre, 
et la proposition est évidente par elle-même. 

Si un seul des angles ASB^ BSCy est droit, le pre- 
Fig.i94*miery par exemple ^y?^. 124» on prolongera lés arêtes 
SA et SB s'il est nécessaire pour que les angles ASC et 
BSC soient aigus ; on mènera , d'un point quelconque 
de l'arête SC, les plans CAD et CBD perpendiculaires, 
l'un sur SA, l'autre sur SB', ASB leur sera pendicu- 
làîre (208), et ils se coaperont par conséquent suivant 
une droite CD perpendiculaire à ce plan (210). 
Prenatit S^C ^=z SC , et faisant la même construction 
sur Pangle trièdre S'A'B'C , les triangles SAC et 
S^A^C, SBC et S^B'C seront respectivement ^aux; 
car ils ont deux angles et un côté égaux : donc 

AC—A'C, BC=r.ïïC, AS—AS", BS^B'S". 

Les deux dernières égalités établissent celle des rec- 
tangles ASB D et AS^ÏÏD^\ donc BD = B^U : alors les 
triangles CBD, CB'U , rectangles en D et D', ayant, 
chacun à chacun , deux côtés égaux, dont un est hypo- 
ténuse, seront égaux (34); ainsi CD =:C/>', et par 
conséquent les angles CBD et CB'ff, qui mesurent les 
inclinaisons des plans ASB et BSC , A'S^ff et S'S'C, 
seront égaux aussi (*). 

(♦) M. Veclcn , profcMcar an Lycce de IVtmet , m'a fait remar- 
quer qn^en menant par le «oniittet <Sle ^lan perpendicnlaire àTarèie 
SBi on ponvak fermer mie oonstroccioa. applicat>le à tons les cm ;• 
mais la figure étant un peu pins difficile à concevoir que la figure laS, 
j!ai cru devoir conserver ici la démonstration de Robert Simson ^ 
qui, ie premier, a donné ce théorème et le suivant pour remplir 
une lacune que présentait le 1 1* livre des Éiémem d'Eucliât. ' 
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, THÉORÈME. 

!xa4. Deux angles trièdrea SABC et S!*kVC\ fig. laS, Fig. ia3. 
formés pa'r trois angles plans égaux et semblabhment 
disposés entre e'uXj sont égaux dans toutes leurs parUes. 

Démonstration, En effet , ayant fait coïncider les faces 
égales JSB, A'STB^ par les arêtes AS eXA''S\ les faces 
égales ASC et A''S''C"^ qui sont également inclinées sur 
les précédentes (n^ précédent) , coïncideront aussi; et 
à cause de l'égalité des angles plans ASB y À^SfB' ^ 
ASC, A'SrC, les arêtes SB et S'B", Sh et S'C eoïn- 
cideronty^et par conséquent aussi les faces BSC et 
B'S^Cy déterminées par ces arêtes. 

225. Remarque, Il est biçn important d'observer que 
la coïncidence des-angles trièdresnepeut avoir lieu que 
dans le cas oà les faces égales sont semblablement pla- 
cées dans l'un ou dans l'autre; c'est-à-dire lorsque tous 
deux étant posés sur des faces égales , et ayant leur 
soiEumet tourné du même côté , les angles dièdres égaux 
sont ouTcrts dans le même sens y ainsi que cda arrive à 
l'égard des angles SABC et S^A^B^C, mais non pas à 
l'égard des angles SABC et S^A'SC. Dans ce dénier, 
l^angle dièdre Cff^.A\ compris entre les angles plans 
jfSB'j BfSC y a son ouverture en sens contraire^de 
celle de l'angle dièdre CBS A qui lui est égal comme 
compris entre les angles plans ASB, BSCj respective- 
ment égaux aux précédens \ et l'on voit bien qu'il est 
impossible de faire coïncider ces deux angles triëdres. 

L'égalité des triangles ABC et AlB'C, sur laquelle 
repose celle des angles dièdres Tormés par des angles 
plans égaus , subsiste toujours ^ parce que si on les con- 
çoit détacbés de l'angle trièdre, on, peut retourner le 
plan du second pour l'appliquer sur le premier, renver- 
«rement qui ne saurait s'effectuer dans les angles po- 
lyèdres- On ne peut donc conclure l'égalité des angles 
trièdres5ui^Cet S[^'B'C que de celle de leurs parties 
constituantes, et parce qu'il n'y a pas de raison po un 



qu'ils diffèrent l'an dé l'antre, étant formés des mêmes 
aoglfss plans ft des mêmes angles dièdres. 

.Comme lecir différence ne résulte que d^iuie simple 
transposition d<s pitiés, c'est- ^-dire de. ce que Tordre 
des angles plans de Pun étant ÂSB ^ 4SÇj CSB , celui 
des angles correspondais de l'autre est ^S^B\ CS'B', 
A'SC , je crois qu'on pourrait les nommer angles 
triëdres inperse^ l'un de Vautre ^ et dire en conséquence 
que, par rapport à l'espace qu'ils renferment, deux 
angles ,trièdre8*inperse8 Vun de Vautre sont égaux (*). 

Il y a encore plusieurs cas d'égalfté dans lés angles 
triëdres, mais le précédent suffit à mon objet' 

THÉORÈME. 
• ai6. La somme, des angles plans qui composent un 
angle polyèdre cçxxyew fC^eêt^àrdir^xiçnt toutes les arêtes 
sont saillantes ou ^xtérieur0&j makdf^llmr^ quelcon- 
qves , est toujours moindre qu^^ quqUre droits. 

Démon6tra^io^. Si l'on ferme Fangle polyèdre SAB 
Fîg. 125. CDE,fig. 125, par nn plan quelconque, les eûtes, du 
^lygone'ABCDB f formé par les intersectioas de ce 
plan avec chacune des faces de l'angle polyèdre pro- 
posé, changeront ces faces en autant de trîsuigles. En 

(*) M.. Leçendre, à qai Ton d^it la. remacqjaf «t r^afrcis^em^m 
de Ja difficulté que présemo Te^alité des angles trfèdçt. s inverses, 
les nomme symétriques , parce qu'il les considère comme construits 
de difierens côic's d*uâ même plan. En effeif , si l'on retournait l'angle 
«Hèdre S^ABa pour le placer au-desWous de S^A^B^C, en 
S"A'*B''C^y en- faisant coïncider l'angle pUn A'S'B' 4Ve« sop tfgal 
^*^I^"'' P^*" '®* '"'**** corresppijdanles A' S' el.A"S',^ B'S' et 
B"S , les deux angles triètlrcs prëscnieraijent de chaque côté du plan 
A" S" B*' des espaces symétriques. M. Legendre a donne à cette idée 
lugénieuse des développemeus qui jettent nn (Krand jour sur le 
théorie des polyèdres (o».copps à fac<;s planes), «t pwr lesquels 
je renvoie à son ouvrage. 

Il faut remarquer aussi que trois plans qui se couper^ étant pro- 
longés an^elà de leur point de rencontre , forment huit angles trièdres, 
et que ceux de ces angles qui sont opposés par le sommet , sont in- 
wscs l'on de Fauue. 
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oôniidéraBt séparément l'angle tpîèdre JB^CS ^ on a 

r^ ngle triëdre CBDS donne de même 
SCB-hSCD^BCD, 

et ainsi dès* antre» : la somme des aiigleii SAB, SB A y 
SBC y SCBy etc. formés sur les cdtés AB, BG; etc. des 
triangles ASB^ BSCy etc; , surpassera d<»nc celle des 
angles intérieurs dû |K>ljg<>ne ABCDM^ et vaudra pbr > 
conséquent plus de deux fois autant d'angles droits que 
ce polygone a de côtés moins d^x, on que Tangle po- 
lyèdre a de faces moins xleux (82). Si l'on retranclie cette 
somme dç celle de tous les angles dés triârigtes^^^y^f ^C, 
^5CD,etc. , composée d'autant de fois déùi angles droits 
que Vangle poljëdre ade faces, il l'éstëra néceSSairenfent 
moins de deux fois deux angles di'oits oîi de quatre àngtei 
droits, pour la somme des angles platls ASBy BSC^tlc 
formés au sommet S de l'angle polyèdre SABCDE, 

DES CORPS TERMINÉS PAU DES PLANS. 

337. Les corps terminés par des plans se nommient 
corps polyèdres^ ou simplemeift /)o/yiû^rôs. 

On ne peut fermer de toutes parts un espace par un 
nombre de plans moindre que quatre. Le corps SABC^ 
fig. 12G, compris entre les quî^tre plans ASÈy ASC y Eig.176, 
BSCy ABC y se nomme tétraèdre. 

Tout corps dont une des faces est un polygone quel- 
conque et dont toutes les autres sont des triangles ayant 
leur sommet au même point, se nomme pyramiJé. Le 
C0T\isSABCDEyfig, 127, est une pyramide peTi^ûgro-Fig,,^^. 
nale, parce que sa base AB CDE est un pentagone ; le 
point 5, sommet commun des triangles ASB^ BSC, 
CSDy DSEy ES A y est aussi le sommet de la pyramide. 
Le tétraèdre S ABC de la figure 126 est lui-même une Fîg.iaG. 
pyramide triangulaire. Tous ses angles polyèdres n'ont 
que trois faces 1 ce qui n'a lieu que pour les angles 
lidjacens k la lïase dans les autres pyramides } et l'o» 
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peut prendre pour base celle de se» faces qu'on >eut. 
Les tétraèdres sont, dans l'espace ce que les triangles 
sont sur un plan ; car , de même qu'on fixe la position 
d'un point sur un plan, en le liant > par un triangle, 
à deux points donnés , on fixe èelle d'un point dans 
l'espace y en le liant, par un tétra&dre , à trois points, 
donnés. Voici les principales propriétés des tétraèdres > 
jointes à quelques-unes de celles des pyramides > qui 
ont la plus grande analogie ayec les tétraèdres. 

THÉORÈME. 

228. Si les angles trièdrea S etS des tétraèdres SABG^ 
Fig. ia6. S'A'B'C, fig. 126, sont composés de triangles égaux et 

semùlabUment disposés j ces tétraèdres seront égaux j et . 
iis. le seront encore si les faces SAB et SAC de Vun sont 
égales cuix faces S'A'B' et S'A'C de V autre j assemblées 
de la mAme manière^ et forment entre elles le même 
angle dièdre que celles-ci. 

^Démonstration* i^. Il est évident qu'en faisant coïn- 
cider la face SAB avec la face S^ A*B\ les autres faces 
égales, étant également mclinées sur celles-ci (228), 
coïncideront aussi. 

2**. La face SAB coïncidant avec S^A'ff, la face SAC 
coïncidera avec S A' C ^ quand l'angle dièdre CSAB 
'sera égal à CSAff ; et les droites SB et SC se trou- 
va^it alors confondues avec Sff et S'C ^ les faces SBC 
et S^ff C coïncideront nécessairement. 

229. On donne le nom de polyèdres semblables à 
ceux dont les faces sont des polygones semblables et 
dont les plans sont en même nombre , semblablement 
disposés et également inclinés les uns à l'égard des au- 
tres, ou forment des angles dièdres égaux. On va voir 
que la dernière de ces conditions résulte des autres 
pour les tétraèdres et les pyramides (*). 

(*) M. Cauchy, déjà ciië Cpag« i34), a démontre, dans Je i6* 
cahier du Journal de P École Polytechnique^ qa*U;en était d« 
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THÉORÈME. 

23o. Lorsque hs trianglen qui forment deux angUê 
trièdrea homologues de deux tétraèdres sont semblables 
chacun à chacun^ et sembUîblement disposés^ ces té- 
traèdres sont semblables ; et ils le seront encore si deux 
faces de l'un font entre elles le même angle que deu± 
faces de Vautre ^ sont en outre semblables à celles-dj et 
assemblées par des côtés homologues • 

Démonstration, i*. Si les triangles SAB^SAC^SBCy . 
fig, 126, sont respectiTément semblables aux triangles Fig. ia6. 
S'DE^ S'DF, S^EF, et disposés de la même manière, 
que Pon prenne sur Varète S'D^ bomologue dans le 
tétraèdre S'DEF, à Farète SJ du tétraèdre SABC, la 
partie S^jf=SA, et quç, par le point A', on mène le 
plan A*B'Ç parallèle à DEF^ on déterminera, dans le 
tétraèdre SDEF, un tétraèdre SA'BfC semblable a 
5'D^Fetégalà5yrf^C. 

£n efiet, il est évident qu'en vertu du parallélisme 
des droites^'-fi' et DE , A'C et DF, B' C et EF (2o5), 
les faces S'AB' et S' DE, SÂC et SDF, S'B'C et 
S^EF, situées deux à deux dans le même plan , seront 
semblables. De plus , les triangles A'B^Cei DE F, situés 
dans des plans différens , ayant aussi Teurs côtés paral- 
lèles , et par conséquent leurs angles égaux (^oS) , seront 
semblables. Les deux tétraèdres SfA^B'C et S'DEF 
ayant donc leurs faces semblables et leurs angles trièdres 
homologues formés par des angles plans égaux , auront, 
chacun à chacun , tous leurs angles dièdres égaux (223)^ 
et seront nécessairement semblables. ' ' ' 

Maintenant, les triangles Sf Aff et S'A'Cy équiangles 
à S' DE et à S'DF, par construction, et par conséquent 
à SAB et à SAC, d'après Thypothèse, seront égaux à ces 

même ponr tous Içs polyèdres conveieft, ce qui était sappose sans 
preaTe, dans les Elémens (TEuclide , et étendu à tous les polyèciies, 
sans la resiciction dont Robert Simson ayait déjà reconnu le besoin. 
(Voyez aussi la Géomélrie de M. Legendrc, 9e édition.) 
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derniers^ puisque le& deux Cétét i hdmologues SA' et 
SA sont égaux (i8): on aura donc ainsi S'B' =:=SB, 
S'Ç!z=iSC^ ce qui entraînera légalité des triangles 
équiangles S'B^Ù' et SBC y et par suite celle des té- 
traèdres S'A'ffC et S ABC (228)*. Donc enfin les té- 
traèdres S ABC et SDEF, l'un égal, l'autre semtlattc 
^ à S^ A' B'Cf y sont semblables entre eux. 

2*». Si les triangles SAB et SAC sont semblables aux 
triangles SDK^ et SDF^ de plus, >oints par des côtés 
homologues à ceux qui réunissent ces derniers, et que 
l'angle dièdre CSAB soit égal à l'angle dièdre FS'DJËf 
le. tétraèdre S A'B*C^ construit cî*dessus, sera égal à 
SABCi^ioS), comme ayant deux îd^c^^ yS^ A B' t\S^ A' C , 
égales aux faces SAB çt SAC y et formant entre elles 
le même angle dièdre que ces dernières : le tétraèdre 
S ABC sera donc encore semblable à SDEF. 

THÉORÈME. 

^ aSi. Deux pyraniidea quelconques sont semblables 
hrsque toutes leurs faces sont semblables et semblable^ 
ment disposées. ' 

Fjg. 127. Démonstration.SoieniSABCDJSyS'FGH/K^g. 127, 
les deux pjramides propo3ée$ ; il est visible que tous leurs 
angles dièdres font partie des angles trièdres adjacens 
aux bases ABCPE , FGIJIK ; mais ceux-ci, lorsqu'ils 
sont homologues y comme B et G, C çt H y etc. , étant 
compris entre des faces semblaltle:^ et semblablement 
disposées^ sont formés d'angles plans égaux; ils ont par 
conséquent leurs angles dièdres égaux : les pyramides 
réunissent dope tous les caractères de la similitude (22g). 

282. i^' Corollaire, Si l'on coupe là pyramide 
S'FGHIK^^r un pian ^'^'C'/>'£' parallèle à FGiï//iC, 
on aura une pyramide S^A'B'CD'E' semblable à la 
pyramide entière *, car iV est facile de reconnaître que' 
toutes lés faces do V^ne seront semblables à celles de 
l'autre, et sè'mUablemcnt disposées > puisque les trian- 
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^esAffC, ACU yJ^T/E: «dnt. respectivement sem- 
blables aux triangle* FOH, FHïyFlK, tUoi il résulte 
que les bases ÂÏÏCiyE' et FGHIK scmt. sembUMas 
entre elles. .. .... 

Il éstvîsible/quë les 'pyr4iiii4e8 'y^'^'C'iy^' et 
SABCDE seront égales , si l'une des arêtes SfA' de la 
l^remîè^e e^t égale à sa correspondante SA dails la âe- . 
cpnde; car les faces de l'une et de l'autre étant sembla- 
bles à celles de )il pyiraittîde $[FGHJK^ sont semblables 
entre elles , et idpitefit i^v rqoiiséqoent . devenir égale» 
lorsqu'elles ont un côté ççmmun^ puî^a|«n .vertu du 
n*> i8, des triangles équiangles, ^ont égaux q^i^ucl . ilsj 
ont , cb^cnn à chacun , un cç^ égal :.dQ,plu9;j les 
an^es triëdre? de chacune de ces pjram ides, étant fo^r. 
çjiés d'angles plaps égaux ? auront leurs angles dièd^f^s 
égpux ( 223 }. Par çonséquept , lorsquis le^ liase^ 
j^ffCD'E et ^/?CDJB: coïncideront, les pyramides^ 
S'ÂB'CÛE ^t SÀBCDE coïncideront au^si. 

En menant des plan^.p^ir les sommets S et iS' e% par Ie& 
diagonales AC, AP9 FH et F/, on prouverait encore, 
avec un peu d'attention , que les pyràmiâes SABCDE ^ 
SfAB'CD'E' cl S^ FGHIK sont composées d'un même 
nombre de tétraèdres semblables et âembUblement dis- 
posés, et que les pyramides SA'B' Cl/K' et SAP CD B , 
l,e sont de tétraèdres égaux , d'où Ton pourrait aus$i. 
conclure que ces dernières sont égales. 

Il convient d'observer que l'égalité de ces pyramides 
emporte celle des perpendiculaires SP et S'P'f abaissées 
des sommets S et S'^^ur le» bases i^eêpectives. 

aS5. Oi* Cbrolkdrm, Il su^t de la siiiaiitlude Jes faces 
despyramidefl^^^CZ^f, S'FGHIK.qm les arêtes de 
oes pyvaiaides soQt proportionnelle entre'elles et au& 
perpendiculaires SP et y.Q, abaissées des sommets sur 
les bases ; car , en comparant les iaces triangulaires 
homologues SAB et 5'FC, SBC et 5'CH, etc., on 
aura ces suites de rapports égaux : 



SA : s F :: as : fg :: sb :>s'g , 
SB: S'a ::bc:gh::SC:s'b, 

desquelles on tirera celle-ci : 

SA is'F iiSB: s'G :: se : 5'h :: etc. 
::AB:FG::BC:GH::exc. 

De plus, le parallélisme des plans AJ0CUE* «t. 
FGHIK donne (aao), 

5"^^ : S'F :: ^p' : «q, 
ott SA: S'F:: sp :s'Qy 

puisque S'A'sssSAj S'P'z=lSP ; elle rapport «5^ : ^jF 
lie cette dernière proportion aux précédentes. 

234* Remarque. On peut , par le moyen dé ce 
qui précède ^ trouTer la hauteur d'une pyramide , 
quand ou connaît les dimensions d'un tronc tel que 
FGHIKAB'CiyE',t\\jL\ reste lorsqu'on en a retranché 
la partie SBpérienre5'/f'JB'CZ>'£',au moyen d'un plan 
A'ffCD'E' parallèle à la base FGHIK. Pour cela , il 
suffît de considérer la proportion 

a'B:Fg::S'P:S'q, . 

d^ laquelle, on conclut 

FG—A'B' : FG :: S'Q'-'SfP' :S' q, 

ou FO—AB':FG::F'Q:S'Qy 
les trois premiers termes de la dernière proportion sont 
donnés par le tronc même , dont P^Q est la hauteur, et 
font connaître là hauteur S'Q de la pyramide entière. 

THÉORÈME.. 

a35. Les baa^a ^es pyramides semidùbieaSA'Yi^CD-E' 
€0 5'FOHIK son^t.ehb-e eUes comme teh quarrés de deux 
arêtes homologues quelconques S'A*, S¥j et comme 
les quarrèa dès perpendiculaires S'P' et'SQj abaissées 
du sommet sur leur plan, 

DémonsOatioh. Les hases étant semblables , oi^ a 
d'abord 



niais, par le n® 233, 

. A'B' : FG wSA : SF :: SF'vSq, 

.et par conséquent 



.a I. % 



d'wUrésnlte 

AffCffEi FGÉiK :: 5^?^ 5^*:: 5^p*: i^,* 

ce qui contient l^s d,eux parties de la proposition. 

Il est yisible que., dans les proportions obtenues 'pré- 
cédemment , on peut substituer, au lieu de la pyramide 
S A'ff ClïE et deç lignes qui lui appartiennent ,.la py- 
ramide égale SABCDE et les lignes correspondantes. 

236. CoroUairê* Il^it de là que les sections ûiites à . . • 
la même distance des sommets, dans deux pyrâonides 
quelconques, sont dans un rapport constant, quelles 
qu^ soient d'ç^illeurs ces distances et les figures des base». 
En effet, si,, dans le tétraèdre de la figure 126, les dis-Fig. ia6 
ll^nces^'Q et SP' sont égales aux disUnces S'Q el ^P', ** "7- 
dan« la pyramide de la figure 127, le rapport des quapr 
rés des deux premières étant égal à, celui des quarr^s 
ijles deux dernières, le rapport des triangles DERet 
A'B'C sera par conséquent égal à celui des pentagones 
FGBTK et A^BfCD'F! -, en sorte qu'on aura 

DEF\A'BrC :: FGHIRvA^CUE!, 
ou DEF\FGEiKv. A'B'C \ÂffCD'E. 
.• 337. On distingue ei^f^re parmi les p^èdjnes, sons 
le nom de prUmet, ceux qui ont. deux ùxses' opposées» 
égales et parallèle», qu'au nomme basas j et dont 
tontes les autres sont des parallélogrammes. Le corps 
ABCDEFGHIK ^figé laA , est no. fkrîsibe;(!saj Use a|t Fig. ttiS. 
le pentagone ABCDE , et TOtci sa conalmotîoaL Par k 
sommet des aiglon de cette base et bors de Jpn'plan, 
on a mené des droites ><F, BO, etc. {>ar0nèles' entte 
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elles 9 et terminées à un. plaa FGIflK paf dll^èl^ au plan 
ABC1>£ : les af êtes AF, BG y CH, etc. , prises deux 
k deux, déterminent les faces AFGB\ BGHC y etc., 
quî sont d0s parAllé}pgramin es, puisque les droites AB 
et FG, BC et GH sont parallèles deux à deux (aiS). 

Il est visible que le ^lyaou^FGHIK^ formant la base 
supérieure du prisme, est égal au polygone ABCDEj. 
formant la base inférieure; car ils ont leurs èôtés et leurs 
ançlf^s égaux çlia<^up à çhi^cmi (^o5). Par la même rai- 
son, la section faite dans le prisme proposé, par tout plan 
parallèle à sa' base, sera aussi égale à Cette base. 

On doit remarquer que chaque angle polyèdre i^un 
prisme n'est composé que de trois angle:» plans. 

Un prisme dont les arêtes sont perpendiculaires sur 
sa base, est droit; les autres sont obliques, 
Fig.iag. !î38: Le pt\smeABCDEFÙJÎ,fig: tsg, qu'on dési- 
gnerait atisrfi par AG^ et dontla base ABCÙ est un parais 
lélogramme, sb ^nommepàràlléUpipèdé; séÉ'{B:cés dp^ 
posées, ABFÊy CDHG y par exemple, sont égales «t 
• • i^aratlèles. Eéur éSgalité est évidente d'après la cônstrticJ- 
tîon du prisme (^Sj), et leur pai^allélisme résulte 'de 
celui dés côtés des angles EAB^ HDC ëjgaux c^fre 
eux (217). , ; 

••• • ■ THEOREME. ■ » - i-M 

aSg. Un polyèdre compris enire ^ix plans^ pqr^ilel^ 
deux à deuXj est un parallélépipède. 

Démonstration, i*. T^e plan ABFE coupant les deux 
plans parallèles A B CD et EFGH, suivant les droites AB 
ek ^^Fpa^all^les entre elles (2t5), et les plans parçllkles 
ADHEet BCGFy suivant les droke» AEeX BF paral- 
lèles eMre elles , la figure ABFE est nécessairement un 
parallélogramme. On montrerait de la ntème maaière 
. i cpie chàoune^esp antres faces du polyèdre .^6 é^l' vlii 
pavallélognanine; a*. 'Les cOtés ^^^et IXC^ étant opposés 
dan^ile •paralléip^àmm»' ABCD, ^ntt^gano: v U»«Méi 
AOret i^&s'^G et i^F'le sent tfnssi comme cpposés 



^IkHa les p^AlIélogrAiHines JDHEf BCGF% etifitt Ites 
angle* CDB^i B.AB, JPCG et ABF son% égaux comme 
ayant hwt$ cêtés parallfele» et leur ouTertur» tournée 
dans le même sens^(ao5) : les parallélogrammee opposés 9 
ABFM et ÇDHG , ayant ainsi , cliacun à chacon » Xr.ùh 
côtés etdeu^^ angles égavt, seront donc égaus^ (8$)*. 

THÉORÈME. 

240. Si Us angles trièdres BetV des prismes AI et • 
~ A'r^ fig. 1 28^ sont composés de polygones égaux et sem^ Fig. ia8. 
blabhment disposés j ces prismes seront égaux* 

Démonstration, Il est visible que lorsque la coïnci- 
dence des angles trièdres B et B' sera établie (224) , le» 
faces ABCDE et AB'CD'E!, BCHG et B'CB!G'\ àe 
trouvant confondues , les droites CD et CD^\ CH et 
CH' coïncideront nécessairement , à cause de l'égalité 
de ces faces. Mais les lignes CD et CH déterminant 
la face CDIH, et les lignes CD' et Cff la face cor- 
' respondànte CD^TIl'y il s'ensuit que ces faces coïnci- 
deront aussi. On prouverait de même que tous les autres 
parallélogrammes du prisme jil doivent se confondre 
avec ceux du prisme A'l\ d'oi il résulte que les poly-J 
gones FGHIK eiF^Çr'fftK coïncideront aussi, puis- 
que les côtés du premier se trouveront confondus avec 
ceux du second (*). 

24'' Remarque. Je passe maintenant aux polyèdres * 

de figure quelconque. On peut toujours, en joignant 
par des droites le sommet d'un de leqrs angles à tous 
les autres, et divisant toutes leurs faces en triangles, ' 
les partager en pyramides triangulaires qui ont pour 
faces des p4ans menés de ce point ap:c arêtes et aux 
diagonales des faces du corps proposé. L'inspectioti 
de la ilgure i3o rend la chose évidente. Le jiôlyèdreFig.i3o. 

: . , . - \ ^ "• » 

(*) U serait ^\9ié de prouver qne Pegalité des prismes se cfiangerait 
en similitode , » les polygones assembles au même angle trièdre 
ëuiept: seuleme^it semblables ex semblablement disposes. 
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, . jiBCDEFG se trpuvQ^paf tag^ dans, les cmq pyramides 

G ABC, GABF\ GAEP, GAEC, GEDC, 

dont le somtiiéè'ttt l&tt pdïtft'î^'^HSl qui se forment en 

joignant d'abâl^^ce ^int a^^ie# sommets A^B^C^ 

Dy E dai^ îsîulresi^. ailles poty^dlré^, ce qui donne les 

ujBtééàièm^4B^COMiriOA^Mi^^^MJUSk»t^^ pour 
n • f fadbei49i>dà^vae9»£4co»gw«9|90t iKiftif ^ 
^^polgrèdre^i; «b fÊi^iiki^^éiàiàJ^'eûilùÀda^ ^xHes de 
o«9s fa^fjipii«ont yhtti de tmûs. oâlés^ ^oÂ a^leaifaMés des 
pyramides triangulaires désignées préc^dciûment. . 
M p hifJéÈ^ tài'«riétQrnkipfA ^pwaivner/qué d^iir CQi!t>s com- 
ptais iVutUi viàmff . T)dQ4>08' et .p;^a«ftidea.Mlr!«igalaires 
. égajbsol «QmM;^Iemerft4Ab)KMàe!^jSQdt égài^ mais je 
t Lftnii lUaUbqaei^i par ^«MiaUgito^ aveer ee'qni a\été dit 
sur les polygones , dans le n* 91 ^-qiul'un'jiolyèdro.quel- 
u < tion^ii^esl.«fételrmîiiéW8oiin9mt/liêtf sooHiieftsfle trois 
. t'dcf^sfif anglèa pt^yèdref , tA \évp& à^sjamp9S k to|is les 
,i,9CB^^Dm'itk»0» Il «uît'ite laïque iV^.d^sigiiiiût lel; nombre 
des angles du polyèdre^ sadéhBrminatioafltlsolue dépend 
V ufdiis v3{iV*-*t 3} lignes menée» a«x angles dm triakigle pris 
^ pour, ba^e^ et des troîa ôôté& de oe. triangle V<oe qitî fait 
.. i>jBai TtcHut 3^-*nr6donnéfes(*). . . . I . 
:.>r.:. <■••: THÉORÈME./: ■• ' 

vi 24^. Deux polyèçtrei qui sont composés cfun inime 

\ •,^'nomhre Je pyramides semblables et sem^ldbUm^nt dis- 

'^ l'^ pàséûs^sofit semblables^ ' ' '* '' * '** *'",,* " ^' ' "' 

^ /, , p^mor^^ra/^7ivSoienile$^^ polyèdres ^^&/>J5^FG, 

Fig. k3<^ ^^<^/jg y j^'. ï 3o , conippséé d^un même nombre de 

pyramides semblables, .. . 1* f ' 

'^•' ' .\^»'> ^'f *^' ?v '. 

; " *(*) Lie nombre 3e8 angles '<!^ln polyèdre ,\cëf uî de ses faces et celui 
liékâ^këMf ^ vemî>}iiftetifc ànytéôndiéioè Miiiai^M 
, : , . Ettler, et qoe voici : S dérîgnant le iiomhi4iàm*làifjUÀipÊifèdnt, 

Poor le cube , par exemple, Sz=S, H^=:6^ A-=> li. {Ployez le i6« 
éahitff da Jotirnat de VÈcole Pofytechmgiie, dansleqnèl M. Caa- 
„- «hy a àtamé des théoi^met aonteàoz et >alri«nkkwtf Éii]«t , et les 
iiéwnilesMs âfnt'hèmatiij/ueMf ^r M. GerfônVir, -T« 19» p. 333.) 
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GABCDE et gt^fh, 
GAEF et ga^, 
GABF et gabf{^), 

dont les aommetsMnt anx pointa Gyg^ et iembhbkment 
disposées; il faut prouver que tontes les faces de Tan 
des corps sont semblables .à celles de Fantre , sembla- 
blement . disposées , et forment des angW dièdres 
égaux (22g). ^ 

Eq jetant leayenx sur la figure , on voit d^abord que 
toutes les faces des deux polyèdres sont ou des faces 
semblables de pjframides homologues, ou composées 
d'un même nombre do ces faces, semblAblement dis* 
posées entre elles. ^ v 

Les faces telles que ABCDE et abcdê sont dans le 
premier cas, puisqu'elles appartiennent aux pyramides 
GABCDE eigabcde, situéôi de la même manière dans 
l'un et dans l'autre polyèdre. 

11 eh est de même des faces ABF, a6/*, communes 
aux polyèdres et aux tétraèdres GABF et gabf, 

La similitude dés faces DEFG etdefg ^rapporte au 
second cas , parce qu'elles sont respectivement formées 
des triangles DEG et EFGy deg et efg^ appartenant 
aux pyramides GABCDE et GAEF, gabcde et gaef^ 
dont \e% deux premières sont semblables aux deux der- 
nièrès. Il en sera de même des faces BFGCetbfycy 
composées des triangles BCG et BFG , bcg et b/g, 
appartenant aux pyramides GABCDE et GABFj 
gabedé etgab/. 

Un semblable raisonnement prouverait la similitude 
de toutes Jea >ces des polyèdres^ en quelque nombre 
qu'elles Inaient» 

On s'y prendra de'méme pour reconnaître l'égalité 



(*)9ootMer le lecteur k eoncevoirles pyramide* comprises dans 
cliacnn des polyèdres, j'ai place la première la leure qai de'signe 
io sommet j les autres font connaUre h base. 

Géométrie, i4* édition. " . U 



des angles dièdres que ces faces comprenuent. Les uns 
sont égaux parce qu'ils sont comniuns aux polyèdres 
et à deux pyraniides semblables : tels sont tes angles 
GDEiA, et gdea^ faisant partie des polyèdres et des 
pjramides. GABCDE ^igabcde -p tels sont encore les 
angles ÇEFA et gefa^ appartenant aUx tétraèdres . 
GAEFcl gaef. / * ^ 

Les autres angles sont égaux parce qu'ils sont fonncs 
de la réunion d'un n^éme nombre d'angles égaux comme ' 
appartenant à des pyramidesTsemblables : tels. sont les 
angles BFAE et bfae^ coipposés respectivement des 
angles £FAG et GFAE, bfag et gfae^ appartenant 
aux pyramides GABFeX GAEFy gahfeïgaef. Le même 
raisonnement aurait lieu quel que fût le nombre d'an- 
gles des polyH^es ; il pourr/ait arriver que ces angles 
fussent composés de plus dç deux angles des pyramides, * 
mais la démonstration ne changerait pas dans ce cas : 
on remarquera d'ailleurs son analogie avec celle du 
Vl* 88, qui se rapporte aux polygones. 

THÉORÈME. 

243. fjoraque deux polyèdres sont stmblabhtSj ils peu-^ 
vent être partagés en un même nombre de tétraèdres 
semblables et semblablement disposés. . 

Dir^nstration.' Il est d'abord évident que sS , dans 
les lac^ femUables des polyëdi^s proposés ^00 jointe 
les augles bomok^oes par^desdiagc^nalesi 0& formera. . 
sur ces faces un même nombre de triangles^ ^emblablea 
et semblablemeot disposés. Choisissant ensuite sur les 
deux corpa deux laces semblables» et prenant dians 
chacune un angle homologue , pour le joindre a. tous les» 
autres angles du corps dont il £aitt partie, les polyèdres 
projposés seront partagés en un même nombre de té- 
traèdres semblablement disposés^.et dont toutes les bases 
seront , s^nblables. 

Ces tétraèdres pourront se diviser en deux classes:- 
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lés iiDS auront ieux âioe» comnitiiies avec les poly]barés , 
et coQ^prenant entre elles jes angles dièdres 'égaux' 
comme appartenant aux polyèdres : ils seront donc' 
sembl^les. Dans éette classe sont les tétraèdres ûCDE 
et ^c/^, dont les faces GDCet GDEy gdcetgSe sont* 
'semblables comme triangles ïiomologuès des faces sçih-" 
blaUes DEFQ et dejg des polyèdres, et comprenant 
le^ angles dièdres CGDEy cgde ^ui appartiennent aux 
polyèdres. ^ , ' . . ^ 

Les tétraèdres de la seconde classé sont composés, de 
faces homologues des tétra^res de la première^ et com- 
prenant de$ angles formés par la ^ différence d^anglés 
égaux de ces tetraedr.es ^ et d'angles, égaux des poIyedVës. 
De ce nombre sont les tétraèdres GAJ^C, gaec. Eu 
effet, la comparaison des tétraèdres GCDÉ ktgcdêy' 
dont la similitude a déjà été démontrée, prguvie qye les 
triangles GÈC èïgec sont semblables, et cjue les angles 
dièdres t)CGÈ et dcge sont égaux ^ la compataisoQ des; 
tétraèdres GABCeï gabc^ qui ont aussi Jeux faces com- 
munes avec les poly édites, ^iK)ir, BCG ^t ABC pour 
le premier , bcg et abc pour le second , prouve la simi- 
litude des triangles -^ÇG et ab^, ainsi que Pégallté des 
angles dièdres BCG^A et l^cga. Mainteqant , si ,d^ angles 
dièdres BCGD et hcgâ, égaux puisqu'ilâ sont formés 
perdes faceâ lK)m(rfogue^ des polyèdres , M>n^ét^aaeha 
respectivement les angles D€GM et degè^ MGG4^ et 
bcha; dont on a' déjà montré Tégalité > lés àngW^^dres 
i^slané, '^C(5^ et 'rfcg^f, seront égaux- j par cônsé- 
qneritleè'tétrtfedres GAÈC e^gaec serotiit semblables. 
De pardllés considéra tïdris rendraient ovidente la simi- 
litude dé tous les tétraèdres qui n%>nt pas deux faces 
commune^ SVeclés polyècJraj. ' < 

Il est b6«S dfe renMfrqtlep la* sim ilitudedes» triangles 
ACG et ài^j ^ùjftthéi "par le^ diagonales des' polyèdres, 
parce qu'il en résulte que les sommets de^ 'angles po- 
lyèdres* -^5 G y C^ a y gj c, bômolognès dfiîns^ dès faces 

II. . 



nl|)9»stfa]u>^id2reff^nt)t9vw^è'^^lâiù ^Uâà^lt^l> 
., et qui sont euK^obèiiias. MttiilaUeiMEhl^ 
ment inclinés pai: rap(K>rt aux faces. qu'ib^ireiiooiitreBt. < 
Oifl^^r» éo^clût t^ii^ }è^è6n»tâets dé e^^^^ui^sié^ 

entièrement analogue a oàl&]da W -^V^ i^blqre«4tfta| 
' polygones. 

^ THÉORÈME/ 

sont prùportionn/eUes^ çinsi que les diagonales d^sfyce» 
hornolofrûes et 'les àlaffonales intérieures aux pùtfèdres. 

PéffipnsfrtSktipri^.^e^tyf^^ 
%h% *4^.(f <r ,et , agç , on a^&^çè^ ^ji^,>ui|)Çf )^Ç »^ÇP^ 

ft <jpç Ton çpmbiper^^H 4ç npéipe.aTççjJef jsgîtçis./le/fp- 
jporU^égi^ux d^^its % ia ç(»i^{»arat<K>p 4^j jau|îf§s j%çe? 

JboiIlplopU^5»; . ^ ! , , ^ .. i.3 :^..,^ ;..;/,;;p ■>(l.ms.'*. ..'- 

' ai|& RemeaqwL i^jdkaktB^sèi&dijdi alKànail^iaîl inr 
hi «Btmm^de laire < 4<«^ surfiMiësHqpii ^eirtidaciit He^î p»^ 
}ybdneB.p fniiwfifellcsVs&^oepKpàseBi.lite %uee9)iplKiîaii9 
(|u<'H>it: éialacta paroles |Hmpo8itiQïU|de ifaiil£f/setiièii 
delaT* partie; f/dbsac^BaîsealoioeôltiiuqJa^wt^^ 
aires des p^||élo^^mfnç^ g^ji^ejiîjij^loppep:! un prisme, 
sans j comprendre les deux bases , est égale au produit 
de Htié'ïlësPaf^»^ ^F%' »ti ,€»,ètc^^^ %«*»««> 
g. T^!M î3*; -^^''l^'^6»«)»ï<ii cfe-^a ^éiBtetîcm^ LâfMfiR^ faîte 
par un plan qui leur est [ler pend icula ire. En effet , il 
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«nît, tiu t^ ig6, qtt€ lès côtés' £^f, Ml^y iVO, etcl die 

THEOREME. ^ ' 

:a4& Zjif« m7V« <ies polyèdres semblables €on$ sntrè 
\sU^*éemm»1à»^^mf*rh éfê^4Ùémi^<ka9àsfkjgU9k .^l * 

Dimonstration, Chacune des face^ du premier pa;> 
lyeare est a sa correspondante dans le second , comme 
îè' ijûàtt^ <fe'f»ûfrt «è sés'-côtés e^ an qtÉairré"ihi^'d5lé 

a l'autre^ dans le même rapport (^44) • leurs qdiAhréè 
formeiroiii^ ^no yopi^ «vite 4^ Tappo^*!^ t^atn \ et jc»s 
rapports éta%t a|^i ceui; de^.faees'lioinplpgues, il en 
Yaut conclure que ces derniers sont égaux entre eux. Par 
e6fliséiiùè]î¥,'14''^6mm'è 'dés'ïaiéés dtt'pt^^ 
''e^ Vlh s^itimè tfe^ 'facéi dà second;- <idiïffcafe^*tiiié Jjùéf- 
conqnè dèrfiàdes dëPoû ôBti lattortespotktîaht(é*dë l'àî^ 
ou comme le qaarré d'une arête du premtéf' ^l^fidl^ 
«Il âiiife|éimié>d« lWMr.4iB«ial<ig«b dttvraMkl^ Sijbsti- 
4«0i^Btfn»icêttC'>prQ]]ociyad ^rà la'^^laoè & 
bsoeà^^egm^no^ totales tdqs.polyèdrcsiqilfeUfif (pniieîMi> 
il4Kiré^ltair«;4fiie<4te»4i|nr«^ seroitltenlmifiHtes^diiQii/lb 
im^ppsÊtbàBÊk!fÊm^é»àeà'^wk^ ^ *. .\ 

?*. ''^'ïiEiÀ'ltlÉSliKÈ DBS WLÛ^ '^ ^ 

'», ' • *'. • .* . . • O.I «ri.,,- { i.K} j •.; ;•. •■ K.Vv ri . > "•: -î.-.,- 



Je PUB» ^vot^m^ Çi),,.QmvA m <Qoi^i4«|e im».ifia$e oa 

$'en;tiPOu^ 4'4Q«i«»I«i«) opt^^i^Q pir.v^ aup^M^té.^ 
€oi«iiii^îl/]ri<a,i^) figures pieoe» 4ç<^foiem^ iiSéreoles 
et dWf^équJrak^ CïSji. .. . . ' 

par^f^le^ à iêf^r iasf^sqnt é<iuw(fi^n^ mvplupw. 

" DémimstfdHon.li y ftî dtût èiï i èbh^âèret^. Dans 
Fig. i3i .T^h ,*^fe t^féîéïitent Iw^dettx flgttW%^î^5Jèt tJottt je 

LffG eV'JiL, sofitrettferHiéé ktéraleialeDft eirtrteifes oié&iès 
plans parai lëles ^j^K et DL^ ' P^r* ^er étèt * éè «)iese$ , il 

êu«?Wfcs?;4ç.^. parallèle? .7^1: et ^F^4r et^plf^yç^ ,]e« 
p^«^116l<5raipme$.4^,H2? e^ CFCÇ^ 4^J}^D;^lpI^I.Ç 
$ont aussi égaux (aSS). Si, doijp, oa rç^tr^ypH/^^H ,pOr- 
Jï«<if%<^^^4'wflft WPt. Je pyjsfpç MFIÇfiÇ^,^i^f^ IV- 
fJP!? Je.|^iMne,4jjÇ/Z>^Mf ^ Jes p^jiaJiçlopÂpMe{i^çe^^a£)s^, 

é<iuiisi4^j. ,,,,.., ..,utn.. . . -, •■- .L-,.. >^->, v: . > 

. ÇV|^> ??l'^.BIfîJ Bï4<^f;fy« ap^Pt *oW^e.,.qpi,..^<jMJKj',u^m, .ordi- 
naire , est employé dans une autre acception.' Ce n est que lorsque 

' ]a langue n'pffre pas de mots proprés îiVéû\îte'uiii/ld^e'j Vjil'îrj^ëiit 
^tii^^èâiié'd'tnij fer^è)r dtr^'étkveflù]|^,-otf»âe1i^ «A iignifi- 

catroii qoelqif» 4»o< .iMmniM to Modtimd»* di^mgunwé ; IMlwîfOti 
éiaot un des plus grands obstacles qui s^oppçscnt K la propagation 
des sciences^ on ne" siaarait trop en diminuer le .nombre. Puisque 
. tout le^ monde comprend ce que c'est que )e yolume d^un corps , 
j)d^it)ubî fe d'Àfgoet |iat1e liiot sè/iH^i^y'^^pAeRe ^nthi l^idee 



Le iBecdnd caar se ttodi% i^epréartilé dhttis li fi- 
gure 131; efa léy'deixi^ fMHiMélépîfMea iâ'»€BiKJMFï%,\Z^. 
et ABC&NÙPQ Vi'ont de ocmtiBUfi q«» Itrtr bft«e in- 
jférteare '^i90l> et )ep}Mk qm^oontbAt leurs hases 
fiupérieurci/A'Ziïf et NOPQ. On ramène ce cas au pré- 
cédent en prolongeant les plans ÂBIK et DCLM ^ en 
même lesifs que les flans> w<£>Q^ et i^CPO^ peur 
former le paraliéiépipède AUCDEFGH (aSg), q<ri 
se trouye ptèimbreinent équivalent an parallélépipède 
ABCDIKXM, coknrime étant renfermé laténJeoient 
entre les plans parallèles jiK et DL. Le même parallé^ 
lépjffhde^^ABCDEFGfl, considéré epmme compris entre 
les pians parallèles BP et AQy est aussi équivalent au 
parallélépipède ÂB^CDNOPQ : les paj'ajlélépipèdes 
j/BCDIKZMei JBCDNOPQ, Q^ JL et AP, sont 
donc équivalons entre eux. ./ 

^49* Corollaire. Far le moyeu du théorème précé- 
dent, un prouve que iout parai lélépipëde AL dnnt les 
arêtes AI y BK , CL y DM sont inelinéessur sa baise, 
est éqnivalQntà nn-autréy^P^eonatruttsurlamémo 
faase, tnais dont les arèCies AN y BO^ CP, DQ fioot 
I perpéilidicttlàirés sur cette base. 

' On peut ensuite transformer ce dernier, JSg!,. 1 33 , en Fîg. i33* 
un a»tr0, ASMSNOTU, ou AT y ayant pour base 
le rectangle ABUS , * équivalent au paraUél<^ramme 
ABCDy et dont les arêtes soient encore iierpendicu- 
]aires.j5ur. sa base; car si Foft considère ies paraUéfa^^ 
i^^imrAP-^t AT eomme^ajwnt pofu; faïase casmiynqe le 
paraUélof^amme ^^Oif , i)fi rentreront dans, le prer 
mîer cas du numéro précédent. 

Il est évtdeatiqiie toutes les faqofrdu parallélépipède 
A T sont dies leolavigles v^a hi neonMv ^ cause d^ oela> 
pandUlÂpipèdê nctàngie , e% l'enconclot,decequi vitant 
d'être dit, quW pamllélépipècle quelconque peiifj^ 
tPamfirm^etè,M»ip^ralUl^upè(ie r^êa;tgh^ aycuUi/bue 
bote iqiUifalmUêuà 4Me 4i*pr€nmrj €t mâne hauitu%. 



Ja perptfMiftcdaîrëmeiiée'elitveiUf dhsos. JMoekt n . . 
ei ^^A5 ontitié e ew amuftiom div< <a4té'é6iM|uiiii ta ) > 

I.» î :î ".-•il". ■ Kl{ < '. il i;:;> i'j )J.» .u; i\ »%•• -.iviv.,' ) . < »' . 

taire j un parallélogramm^yeê^içii^on élèpe sur cepa- 
ralUloMimme ^ pris pour basej un parallèlépîpèdt dé 
miêfiknWàitW^ U p^lMlhmng&làh^''éèfè^n wfà 
la miMlê'cté ^hiï^: • '■'' ' '''• ^^ '' ' '^ '^ ^"'^''^' V^* ^'^ '»' ^^^^ -- 

ABCD^ qu'on élîîve par le point D la droHe^^j|f Pf"^?!' 
iae,a*iMiîoi)tf s ^£ , BF^Çq , ^t Hçrinija4e^^^ç[ jj^^c^e 
la ba/|e3upériet^re EFG ^u prj^n^e P^^opo^ç^^je^^jUa?. . 
.^-EfifZ>|_etjDJ^GCj respectîveme^ P^T^ÎL^]?* ®"^ plans 
^f CfiP e(,j£;m C?i 7), cpmplèîeroii.t le paralTélép^^ 
pède^tt tforneti»tH>'aYGel& pIaii;^^iG^.j jan s^çonii ; 
lil-isrde t'HaVf eulaîre '^Z> CEHG* ,- clont les p,aMik9'bè|isli^^ 
t ua^ tés set^ôîit ltE>sitiéfne$ que (sëtleli dà pî^mé'ABCBPOi 
£n çSet.y les t^ases triangulaires sont les n^emeSy fa face 
ACGE est commune y et le& autres, f^ce^. p^raliélo*- 
grattiîneâr sbàt légales , ^KHHiiie opposéîÉs dans .le pri^ak 
Jéléjiijfièci'e. Od ne pdnt 'cepeitdant pas fcobôlW^ <fu 
n® 240 , l'égalité de ces prismes , parce que leurs faces 
ne sont pas sembiabtemeiil disposées. Il n'j'a que les 
angfes^tfîèdrës'telsqiië S et S'y dt«gonà.l6JÉtet'Of»pos6si 
dan^ lé* ifài'àlléîêpïpèHc, ijài soient éûlîfeVc?ôiètit tei*itté$ • 
d'aqgles plans égaux. En comparant la posi tjon de ceux • 
ci (9ft3)v on recoQnait que l«s aagle^ dièdrefi 4.EBG 
et 'GCMhiy^sBMKNS ^ FM^dC, AE^GM^ 9^n£A€M, 
sonlt léjgalh::^ Ott 'VtWt pàt*^ i[tté le pf femi^^tt»MÉI^tirfrf 
^OC^i^G est construit aûdéèsous du J)làti Eire,avèç' 
les inéniès pal^M««q«ii Gû^stitttêxit Iç ^^pxïfr^BCËJFÔ^. 
au dessus de At^Oj et qUe /t^piÂr cob«éq|ttti«tt | iOé&deii£ 



polTC(l#efty<iMMntu*ift(dai)i0rkusl«l»o>^tQ«ll^<9«li 

de celui da inndiéliâpifUe (yiaitf fl ^ «w |P» fni> ti4?j/, \A^. 
aSi. Corollaire» Il suit (1q là que deux prismes trian- 
gulaires fie même base ^'d^iÀerne^bauteur août équi- 
%alcas, ocimijiawiliié^d^p^all^^ipçie^^^ 

à sa base et équidislanaj on pourra fyrjpÀTi^ à^l^i^^f^f ,^ 
eranc/ie^ un prisme extériettr et un prisme intérieur^ 
de manièfeque ta siwtméx^pre^léH appTà^^m^ 
qu*ou voudra dé ctUè dàè siféondsj éi pa^ 'i^AUffétehi^ 
aussi du tèïraèdreé ' ' \ - '-V}^' '^ 

Dèmonstiotion. So\eniABCyJ%. lâS, Ta 6asé ^ù Rk;. i35.. 
tétraèdre p^posé , etTGB^ LMNy QKT \eê ^à*iè *' 

{*) Si Ton ne regarde pas cette egaliV comme ^rMèhié^ ott^a ' 
prouvera tknéi qu?il sait. Par U^etxtiuMti jiyx £f dHMii ÈHÀtéAa^ • i 

ceiw «i0jl^, «^p!) fiww^^ wlÇ)Pf»F»l^^ ^ f\ <î«9>^;fe» •^t?f, t 

sont perpendiculaires su^' la base AMJ^Of et de plus equivaleiU au 
parû]Iëfcpîpède.i&^, paisqiî^iîs ont m'ënie*haateùr,que leurs liâsies, 
^O£^«t^£^£fS^«ttt<^uffldemës,etqn^^M0Mt'iM>l^ôtt^ttontJ^Vn • v 

prisiiussJUrMQgH^iresdraiu ^QAffZ/, MJ^Q^fé.^'^^^fpmm • 
«ga^izj car leurs faces sont é{|;ale5, semhlablejnent disppséeS , et 
leurs angles dièdres corrcspobdans sont egaui: ^ cBacan dé cés^prismct» ^ 
est dthic Ift tneitfe Vlu paratl^l^trfpède JVE; ^tplt cùM6t(a€ù!f{céd^àa>i' 
panilUikpi|f^â«dW»*Gria pM} i]4»t4Ri<$fe deii«x»#«(|tie4Mfîrif*i»>^ , 
qua4jw^Mi^6^./ÉjfffiPQ'^t,€JLFffl sflç|i:«g;^çsrcpmwftayfiiu, ^ 
chacune à (^bacune, toutes leurs faces égales , sémblablemènt dis- , . 
posées et leurs angles (iièdres corre'spondans e'gâax , et Sjfiie si-ott ^ 
les i'ett^niîlle dtfertfatiii^emeittvfa éérps AMOBFB /«Is'HlBteiéèMl^t à . 
les deur tvikmM tinmgtlJiBres JÊVMSIJf M^MNW 'MéiJ^T ) 
prisynef pptt^ 4aii<l éqvwf^vâ j p€ |e.pE^i«r.4taM \à ip^tié^Y, ^JV^r, , . 
l«l«py^e .^l^y^il eç sera de méme^du seçoild, . , .v, , 

Cette démonstration m'a ele cdmmùnîqnée en 'i Soi , par M. ^Oti'r- 
nier jeune ; mW» M.' Ahifièf^ ,- f^r§'t>tti(fti^UrâfPfi(^4} tcW^afa^c 
Lymi , enlevait Û^ tpMffl »-»dec qpn ofté , h pHiiéi^. } ^.^ \ 



eonpans ; on mènera* fÊiM Im pdints A et B, F ei G , 
LetMj\Qet M, les droites jiD et BEy laetKb, Of 
et Pgy Ut et Fmy parallèles à Varète CS, et ti^minées 
aux plans eoupans supériears* A la première tranche 
ABOFGS, le prisme eittériéUT aer» ABCDEHySt 
le prisme mtéviear ahCPQH.^ P<>ar abréger ^ je dêsi*- 
gnerai Fiiii par ^Jïei Vtmité^pw aH^-Â. la seconde 
tranche FGHLMN^ le prisme extérieur sera FN et 
rint^ieur/*iV) et ainsi de suite jusqu'à la dernière 
tranche .$QiR7?y qui n^ura point^deprisme intérieur, 
mais un prisme extérieur QS* 

Tous «œs prismes ont poot^ havieur * commune l^épais* 

seul!' des^ tranches ;>'ek le prFsise intérieur de chaque 

tran^he^élanf Ijcompris entre les thèmes |Ta^«Hèfes <^ 

le prisme extérieur de la tranche att'cLesstis, est égal à 

^ ce dernier (24^) ; eu sotte que 

aHz=:FN, fN=LT; IT=QS\ 

et par conséquent 

aB+fN+rr^Fir+LT+qs, 

somtne qui comprend tons les prismjesextér teurs^ excepté 
le premier, AH : celui-ci est donc l'excès de la somme 
des prismes extérieurs sur celle d^s prismes intérieurs. 
Je n'ai considéré que quatre tranches , mais on en 
peut faire autant qu'on voudra ; et pluslo nombre en 
sera grand , plus leur épaissem:' oii celle du prisme AE\, 
diininuera.Il pourra par conséquent être rendu moindre 
qu'un prisme donné, quelque petit que .Hoiticelui-ci: il 
en sera donc ainsi de la diilérence entre la somme des 
prismes extérieurs et celle àes prismes intérieurs. Mais 
le tétraèdre 5-^ C étant plus petit qiie ^ première 
somme et.plos.gr^d que la seconde ^ sa.4iffiBiieBQe,aveo 
l'une quelconque des deux « sera encore moindre que 
leur différence propre : on pourra donc faire en sorte 
qujQ Tune et Fantjca somme approchent autsmt q^ue Ton 
voudra du Tolume de ce tétraèdre^. 



2S3. Deux tétraèdrea dé même base et <fe^ même hau- 
teur sont équif^aiéjis, 

P^monstrçttiom,^ S^i Vom ^eonçoit «pie aur chaque ié" 
Xr0£^dre,S^BGii§^^!S'C^ on «tit«OQ0lBuiliiiie'mte île 
prisses ^xtériear# cajprespp|idfa]|8>,iQes prâmoa, eop^iîi 
entre des plan^. parallèles , ^o^i, nècçvf^ireuwtit Qi^iuf 
haute/a^} \^s ^ectiûits qqi lepr ^einveixt de base étanJt r^* 
p^cijvey^}^!^ loéma^diMançf^di^/^KWinet^aiiMi quelcf 
triangles égaux jiBC, A[B' C\ |ie^9 d^ .|étra^rç9t 
spi:|t,éga]|Q^,GE^^iqjM]^ à chac^e (23i§) ; les prismeaeitér 
rjeur^ corrcsf^QD^a^^ $CH^ i^n/C ôfm^valcQy rps^r ^JS^ 
quent la squapietdes prisiu^esejCitçri^HJrs 4'u^ tétraèdr^.çst 
égale à celle dc;^. prismes extérÂieoirs de Tautre. Si dçmc 
feXf désignent ces deoi^ sommes». PQ aqra . 

^ ./=/ ou ji = iî ' 

mais comme on pçnt rendre aus^i petite qi^'oii le Tinidra 

la diffëreDce entre chacune de ces sommes et le tétraèdre 

auquel elle appiartlent ^ on paryîendrait à prouver que. la 

f SABC . ' 

différence entre les rapports -y^et ^y^,^ -, est moindre 

qu'aucune grandeur donnée ; et , par là , celle du, rapport 

iiiTEiriable 'ç ^ w^ rv ^ doPtuaité l'étant anssi^ilen résulté 

, _ . . ■ — ^ ; 

(*) On démontrerait immédiatement qu'jl j aurait absard^lé k 
sopposer on des tétraèdres pins grand qvte l'autre : il suffirait pour 
cela de coosidécier àes prinoes .extérwars tels , que la diffisrencé 
entre cenx qui seraient £Qrii9Lés s,ur le t^^a^e sapposé le p|us petit 
et ce tétraèdre , fût moindre que la différence des deux tétraèdres ; 
car il en résumerait que la somme des priâmes extérieurs corfes- 
pondans, formés sur 4t iHt^à^ qù*M té^iràe >cotame le plus 
grand , serait moindre qui <tt<tiîtMkKr«. « • 
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TÏIÉÔRÉIÏIÉ. 

le tétrJm»'*^ù^^Euf»e; kMt'wm@i{^^ ëi iâ 

base seront les roôlb^à; ^ Q^kSS' du lyrisme ; il restera 
ensuite tine pyramide quadrangulaire EjfÇFD, repré- 
senté^^ pa|rt e» E^ÇFp^y dont le$pjrnmet,sera.eQ ^, 
ç| <]^ii.^^au^a pour b^se la face postérieuve ^AÇFD da 
prj9n^e.,f/l^p,ar ii^spoin^P jÇ^^ 0Di,fjpi^ passer uu 

MpW?*iiF?t°'». ^^ P^^MB?^" pÇt*;^ pjrrai^de w.;4eu3^ 
ji^ra^re^ iff^^Çyp , ECÎP'D ^ .r^^^ eii 

puisqu'ils ont leur sommet au même PoijQt E et leurs 
bases snr uld Vtlfèmte' ptatr.' Ces bàsÀ'sm>nt'^û[ssi égales, 
iq^mç^t^t l«sjBio^tiiés 4u f|a^(élAgrj||||ii|6,.^^FZ^4 
\^J^fkAt%,E4^J>^ JSCJï'l? ^onJ^ d^nc^Mivaleos 
(^,pmfédeiit)'j mais le sepçijfl pourYa#it .êftcfli ponsidéré 

ABC, et son sommet au point Ç, il aura même base et 
même hauteur que 'le prîsmeyet? ^era en conséquence 

traèdres EABC, E4CDy^ PCF^O^ .seront équÎTalens ; 
donc chacun sera^ équIvalènC au tiers du prisme trian- 
gulaire \jtt^(ïl<feij>às^t;' ^ Vv -^^^ î ' "'' 

9oht entre eux comme Uur$ hauteurs, j »• >..- 



DE ftjioïKiTBIS. 173 

Démonstration, Soient les parallélépipides reictangles 
uéG et fP,ft^:y9^^èà^\^U^^^^ 
rectanglés'éèaui, fw Si- lés hatiteti^af i;^^ it 'jM^ àdiit 

a etj;, on n^e ,^,^^n^,^^§^^\^^ 

confbiôhéfïietitrrènètiié; :-^^^> ; :^; '^^ "^'" ^^'^"'"^ 
2*. Loi^ttë^lëïBâtttetirB ';/i^te et ïff ûe^iit^^'Mfiy^ 

numiéro rl56 prb'ui^ clé ihém^ iqae le râfi^rt 'mi' |iifrkfi 
réléçipède ':^ âW^ p^^^ /> lie pfelif më'ât 

plus grand liî plus petit %\X6 celui' fl^b/fi J ' î^M'Èll 
effets si Pôn suppose iffprôpbPtîôh x *^ ^ 

on porter.1'^U> JJV^ à<w |»«&BJf alj1t|TOtéi 'fié'^î^^piW 
petites epeJV^', et^ pat- fe'point dfe diVi^cria »'^''^<^ 
entre i^^et^jft-', ott tii^nie^ tin plan p^rali^fb à J^'^ttr 
former te pôiràllélépipèàé /^p, à regard itkiùd'Mké^'à' 

de <^te^^pi'opoitîb«i^'{^ JA ^1^^ 

résultat absurde, puisque //^i<;/ijif*./^l5j|f«n!Êl»i; 
On ne saurait faire non plus 

car; pour iiir l^tftt4ê«IHi»tov ||^>phiêè^ti^ R ^ 2V, 
on aurait 5 a/z^uv-'-' M...-A ■•. ^/.r.- ■_ t ■'.,;* ^.vAr.^ v *, 

AGMp'v.AEMriy 
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cequî estejncoreab«»rde,pui«|«e/P>7/)'^t/^</i»'. 
THÉORÈME. 

256. Deux paraîlêUpipèdes rectangles quelconqiies, 
fig.i38. AG etWj fig. r^Q^éont entré eux comife' lei produits 
des arêtes qui forment un métnè an^e tréèdre. ' ' 

Démonstration. Si Pon prend sur Tarke JNdu parai* 
lélépîpède /P, une partie //'bÉr^J?, et $at Parète 5C 
du parallélépipède -^G, une partie-5^=±:/M, puis,qu'ou 
mène le plan fL' parallèle àr JL,ei lé plan CH' paral- 
lèle à JF, on construira les parallélépî|)àîes /£/ etAG\ 
qui auront pourbam?^ les ire^stangles JMf et jiff^, formés 
sardes bases et§rl66 hauteurs égftlefi : on aura donc, .par 
I0 nuinéro précédient y , .. ', .<, , • 

et 'en comparant le^ parallélépipèdes ^G et 1^(5', <*ort' 
sidérés comme ayant pour ba^e le rectangle A F, \\ 
Tiendra ^ . 

AG : ^G' :: ^^^d : uiD". 

Multipliant ces proportions pa^ ordre, eh omettant îç 
facteur AG% commun aux deux termes du premier 
rapport coiâposé^ et substituant à AD' sibh égale ÏMy 
on conclura 

AG\W\\AÈ>::'Âb\W>:.Tk. 
Enfin , les parallélépipèdes W et )P^9^jm\,MAimk»sm 
//JL^ibr, donneront Ja.propprtioix ., , r ' 

Multipliant encore cette proportion, et la prétiédente 
par ordrej, en omettant. le facteur IL' et remplaçant II* 
par son égale AE , i! viendra ^ * /• 

AbvïP:CTB^ldD><lE:7kxiM><lN\ 

ce qui donne l'énoncé du théorème. 



a57. BemArqw.SX l'on choisit poiir ta»i|i0,dfti<M^ 
pwaison de tous. les parallélépipi4esi^ctang1eft, le pa« 
ratlélépipëde rectaiigk ag^fig. i Sg /dont 1«a trois arètesFig. i3r« 
contiguës^), ad^ ^ mietiX égaies à la ligne prise 
pour unité ou pour mesure ofunmuiie des droite», Leur 
produit sera l'unité , et l'on auf.a 

c'est-a-dire que le paralUlépiptae rectangle AG con^ 
tiendra. autarU de fois le parallélépipède rectangle ag> 
que le produit des lignes AB^ AD^ AE^ rapportées à la 
mesure conimunê ab^ contient l'unité. C'est là ce qu'il 
faut entendre quand on dit que la mesure du volume 
d'un parallélépipède rectangle est le produit de ses trois 
arêtes contiguè's / et Éi Fon obsèrVe que lé produit 
jiB X -^D exprime lé nombre dés quarrés égaux k ac, 
contenus dans la hase j4C (i68)| ou^ ce qui est la même 
chose ^ donne la mesure de l'aire de cette base , on en con- 
clura que le voly,me df un parallélépipède rectangle a\ 
pour mesure le produit de sa.iose par. sa hauteur^ éya- 
'luées l'une et l'autre numériquement. 

Dans le cas oJi les arêtes JtB, AD et AE contien- 
draient un nombre exact de fois le cdté ab du parallélé- 
pipède â^, on reconnaîtrait, à l'inspection de ta figure, 
que l'on pourrait î^lacçr sur la base AC autant de pa- 
rallélépipèdes égaux diag, que cette base contient de fois 
la base ac, et qu on formerait ainsi un parallélépipède 
de même base que AG , de même hauteur que ag^ et qui 
serait contenu dans AG autant' de fbiis que la hauteur 
^f contient la hauteur ae ou lë côté a6;*d'où il suit 
encore que le parallélépipède AG contient autant de 
parallélépipèdes égaux à ag que le produit de îa base 
ABCD par la hauteur AE , contient d'unités. 

258. i*' Corollaire, Sx les trois arèles AB, AD, AE 
étaient égales entre elles, le volume du parallélépipède 

AG serait mesuré pr AB ^AB-zsîAB^ ou par la 



1^6 iftiMBlI» • 

troisii^iiie'pQnsaQCe de AB ; niai» il èii tisiKIe que , .dians 
ce cas ; léi «ix faces^ du paraUëléptpèâe rectangle ^G 
tleYÎenrtent'det quarrés égaux : on tu! donne alors le 
nom de cub^j, et de la Vient «jo'on appelle cube la tVoi- 
sième puissance d'un nombre. 

. 259. 2* Corollaire. Puisqu'un parallélépipède quel- 
conque peut' toujours^ être fr^usformé ep, ^u. parallélé- 
pipède r^tangle de même Jtu^uteur, çt construit sur 
une base équivalente (2149) > il s^ensuit que le volatne 
d'un paràdlétépipède quelebnquê a pour mesure le pro* 
duit de sabase par râ UauteUr \ et que \ par conséquent y 
denx parallélépipèdes de méme'bauteur et de bases seu- 
lement équivalentes 9 comprennent le même volume. 

260. 3* Corollaire, Le volume du prisme triangulaire 
m%.\'x^^ABC^FG^fig. 1/29^ étant équivalent a h moitié de 
celui du parallélépipède ABCDEFGR (sSo) , aura 
pour mesure, d'après. ce qui précède ^ la moitié du 
produit de la base dq ce parallélépipède .p:^r sa hauteur; 
mais le triangle ABC^ qui forme la base du prisme , 
n'étant que la moitié de celle du parallélépipède! il est 
évident que le volume d'un prisme triangulaire aura 
I .pour mesuTQ le produit de. sa base par sa Iiauteur. 

Le volume d'un prisme qui a une Jbase quelconque 
Fif^.i'iS.ABCDEf Jig, 198, s'exprime de la même manière; 
car si l'on partage le polygone ABCDE, en triangles» 
par des diagonales ACy AD, et que, par ces diagonales 
et par les arêtes parallèles qui leur sont.çontiguëSy AF 
et CH^ A F et DI , en mène des .plans ^ on piirlagerii le 
l^isme AI en trois priâmes triangulaires de même bau- 
Uvir,e% dont les bases «eront ABC^ ACD^ ADE : en 
désignant par H\^ Imutuur commune doroes prismes > 
ou ladistanqe perpendiculaire des plansqui^ntiennent 
leu^s bases inférieures et leurs bases supérieurea ^ les 
mesures de leurs volumes respectifs aeront 

ABCy^H, ACD X H, ToÊxHy "* 
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leur somme iABC+J<^Of+M}E)ff=:ABCDE^H 
doQoera le ^Tplame du prisme |otal AI. 
\ Oâ copciut ae la que les YoLumes >de delix prismes ' 
«quelQOti.^ues^onli enlrç eux comme les produits d© Içjir 

entre eux fcomme leurs hauJteurs lor.squ'us ont de& 1 
équivalentes ^ ou comme leurs bases lorsqu ils ont jpé 

îenté^;ét'lirafqiléffeâiWèiîife^^ - 

'.puîscpifr^ eé' ^IwM; ^tohif^lKarii 4e ^f Iei^ ui6ilBif||risinë , 
qu.ke8t« xuiMânéi fiàrrfoipv^dfiit .de «ai bdao iffiè Jnsbaià- - 

•V jseifi «««fcifirtjWtelw.Hïiês %i«»efliîînfes^fes cfc'A'^WAfeBt 
ém pyrtltiJidy»» ^këUfeorfqViès 5*^Cttr*^î t'oii^ij3*feagé''>en 
tfirfngfe^Iîf ^bûàri»:^«IDJH^cfé^k p^i»a*iidé'lîttëlcdrrqi|e . 

>3rràiriîîdél'!4ë^^^ôra^r)èirâ^^p^^^ en* trbi> téttàSflrtsr flè 
tnètnè h&ixtëW- W doiit IeifBàèéS'^è¥bftt ïe^ét^étoiéttt 
^^C, ii«ï), ABErlt Vol^lô»d'é^*abufr'dë'V:ô*»^«- 
tràfèih-eë^m^^éMtféipà^fle^ tt«!rs du produit (l«r sa Base 
p^r 4èP}SjBLiimn*) \êhù>kimûm volumes (de .t\>uà t%^ W 
eeltii'â^iai^i'ktÀi^ ^fufpméh y-; seb» ^Mqmmëift tégtl 
à#4iéH^^ci )>fk9f4ui%'^^!^/8btemè'4^fél»^fe& 
hàutcrup 0jâiiiiiifit<, |BVfii^à^irt^aU^«C|5^ (iiio^}^^^ 
iiai0Âe^l9(J^MtfmM»%r^lb>ite>^^ ^Vv > J<> 

entrii\^Wsvèoi:hbio lesHpriddMte^te^ Hase lAfieul: 
Jumiebq» 4SC>s»UleiaeMiMiQ]a^J«id^s^£^M(te|jfa«^ 

valentes] lorèqn'^edi^MtiàT^U^^MLmim^ UktAêUP^iët 
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des ba^d ^quiyaUiiitei > qusjH^ ^e aoimfi 4'attUvk's lés 
figures de ces baflies. , î 

^63., Remarques. Puisqu'on peut trouyfur k hajit^ur 
de-la pyramide dont un trc^nc doQQé;^ k \ms^ parallile^, 
fait partie (234), il e$t évident qu'où ^u??a \^ vq)lu?ae de 
ce tronc en, calculant sép^réuieat le voluma à^ U pjftà- 
^ide entière , celui de la pyramidf^ retranchée, et pre«* 
n^nt l^ diSeren^cQ des 4wx résultats. 

Ou yoit enodire qu'un polyèdre quelconque pouT-aUit 
toujours êb^e pf^rtagé on pyramides (94t), .réTaluation 
de son volume s'opérera en calculant séparément , d'à- 
prèftce qui précède, celui de chacune des pyramides 
^ qu*îl contient, et prenant la somme des résultats: je ne 
n^arrètcrai donc pas sur ce sujet. 

CSependant il est une espèce de polyèdre à laquelle 
on peut ramener toutes les autres, et que, pour cette 
v^i^on,, il est bon ,de .connaître, : c'est le jpm/n? étr»/»- 
gulairê tronqué j qui me diffère du prisme triaugulaljee 
ordinaire que parce que le pian oppos^, à, sa base n'est 
point parallèle à œtle base > et que p^ 4^nséqi|ent ses 
£g^^s sûAt des trapèzes au lieu d'être des paraUélo^ 
Fig. i4o. gramweç. ÂBCDEF^ fig. \^q , est un priame trvgwigu.- 
îaire ^roaqué. 

THÉORÈME 

264* ^^ fnsnus. trianguiçLirei fron^ii^ e/St. tau^ur^ 
i^uipal^Tit à troià tétraèdres d,e. mimk^ bq^e.j. et aycsBjt 
leurs sommets, respectifs phçés à chafiun des angles 
' di^ triangle çpposé à cette hase. 

Démonstration. Ei'A faisant passer nnptan par tes 
trois polut-s A, C,Ey on ctiHaeheraH d'abord du prisme 
JiBCUSP", te tétraèdre EABO, dont la base est le 
triangle AhC ^ base du prisme, et d'ont le sommet est 
pUteé à l'-an^ E du triangle DEF opposé à cette 
bas^ ïï resterait ensuite la pyramide quadrangulaire 
SAC^I>, qui se d'rviserail en deux tétraèdres M'ACD, 
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ECFDy en menant par là diagonale DC.et , par le point 
E , le plan DEC: Ces tétraèdres ne sont pas ceux qui 
sont désignée dans "l'énoncé ^ mais en rétablissant le 
prisme dans son entier , on prouve facilement qu'ils 
sont équivalons à ces derniers. 

En effet, si l'on mène dans la face ABED \si dia'- 
gonale BD, et que l'on conçoive le plan BDC^ on aura 
le tétraèdre BACD, construit sur la base ACD du 
tétraèdre JSACDj et de mdme hauteur , puisque les 
sommets B et E de l'un et de l'autre sont sur une même 
droite BE , parallèle au plan de leur base ; mais on peut 
aussi considérer le tétraèdre BACD fcomme ayant son 
sommet an point Z>, et<ponr base le triangle ABC \ 
ainsi ce tétraèdre est tel que l'exige l'énoncé. 

Pour trouver le tétraèdre équivalent à ECFD, Il faut , 
dans les faces ACFD et BCFE , tirer les diagonales 
' A F et BF'y en concevant alors le plan AFB, on a le 
tétraèdre BACF, dont la base ACF est équivalente à 
la base CFD du tétraèdre ECFD, puisque ces deux 
triangles ont même base CF, et sont compris entre 1^9 
parallèles AD et CF; de plus, les tétraèdres ayant leolrs 
sommets sur la même droite BfE y parallèle au plan de 
leur base , <ont par conséquent la même hauteur : Ils 
sont donc équivalens. Le tétraèdre BACF, considéré 
comme ayant son sommet placé en F, et pour base le 
triangle ABC, sera le troisième tétraèdre désigné dans 
l'énoncé. 

265. Corollaire, Il suit, du théorème précédent, que 
le volume d'un prisme triangulaire tronqué â pour me- 
sure le produit de sa base par le tiers de la sommé des 
trois perpendiculaires abaissées sur cette base, dé cha- 
cun des angles dé la base supérieure , puisque ces perpctl- 
diculaires sont les hauteurs respectives des tétraèdres^, 
a la somme desquels lé prisme est équivalent , et qui ont 
tous pour baâe celle du prisme. 



12. 
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THÉORÈME. 

266. "Deux polyèdres semblables eont entre ttisjt comme 
les cubée de leurs arêtes homologuée. 

Démonstration, i^ Si les polyèdres proposés sont les 
Fîg. 127, pyramides 5-<^-^CZ>^, S'FGHIKj fig. 127, on aura, 
par le n* 235, 

ABCDE : FGHÏK V. Sp" : Tq-, 
multipliant cette proportion par la proportion évidente 

W Tiendra •' 



ABCDEX^SP iFGHfKx^S'QllSPlS'Q. 

Les deux premiers termes de cette proportion , qui 
expriment les Toluhies des pyramides proposées, mon- 
trent qae ces yolames sont entre eux comme les cubes 
de leurs hauteurs; mais la similitude des pyramides 
donne aussi* 

sp :S'Q :: sa is'f :: jb : fg (233), 

d'où Ton tire 

5p\5^^:: s2^: i^' :: ^': fg] 

et par conséquent 

S ABCDE : s'FGHiK ::SÂ^: s^f\: ab\ fg^ 

c'est-à-dire que les pyramides semblables sont entre 
elles comme les cubes de leurs arêtes homologues^ soit 
que ces arêtes partent du somm£tj soit qu* elles se troui^ent 
sur la base (*). 

C*") Ea imitant la construction et le raisonnement dn n« 177, il 
serait facile de prouver qae les volumes de deux tétraèdres qui 
ont un angle trièdre commun , sont entre eux comme les pro" 
duits des arêtes qui , dans chacun , comprennent, cet angle. 
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. of . Lorsqu'il s'agit de deux, polyèdres quelconques , 
ou peut les concevoir partagés en un même nombre 
de pyramides semblables et semblablement disposées 
(243). Cbâcune des pyramides du premier polyèdre sera 
à celle qui lui correspond dans le second, comme le 
cube de l'une de ses arêtes est au cube de l'arête homo- 
logue de l'autre pyramide; mais ces arêtes, qui sont 
nécessairement ou les arêtes mêmes des polyèdres pro<* 
posés ^ ou les diagonales de Içurs faces, ou en£n les dia- 
gonales qui joignent intérieurement les sommets de leurs 
angles polyèdres, sont, d'un polyèdre à l'autre, dans le 
même rapport (244) 5 leurs cubes formeront par consé-, 
quent une suite de rapports égaux, et ces rapports étant 
aussi égaux à ceux des pyramides, il en faut conclure 
que ces derniers sont égaux entre eux : par conséquent 
la somme des pyramides du premier polyèdre est à la. 
somme des pyramides du second , comme une quelconque 
des pyramides de Tun est à la correspondante de l'at^tre, 
ou comme le cube de l'une .quelconque des arète^ du 
premier polyèdre est au cube de l'arête homologue du 
second. Substituant dans cette proportion , à la place 
des sommes des pyramides , les polyèdres qu'elles com - 
. posent, il en résultera que ces corps sont entre eux dans 
le r^ipport des cubes de leurs arêtes homologues. 






DEUXIÈME PARTIE, 
SECTION II. 

DES CORPS ROWI>S. 

267. Les corps ronds sont ceux qu'on produit en fai- 
sant tourner une figure plane autour d^une ligne droite. 
Je n)e tti\>ccuperâi' spécialement ici que du çâne droite 
du cylindre droite et de la sphère, 
^ Le cône droit s'engendre en faisant tourner un triangle 
Fig. i4i. rectangle 5-^^,^%^. i4i> autour de l'un des côtés SC 
de. l'angle drOît ; l'hypoténuse .9^^ décrit dans ce mou*»' 
vemeût la uwfaee conique droite qui euyeloppe le 
cor^. 

Un point quelconque A de cette droite décrit une 
circonférence de cercle dont le centre est sur la droite 
SC^ autour de laquelle tourne le triangle SAC ^ et que, 
pour cette raison, on nomme \axe du carie ; car si l'on 
conçoit la droite A! G tirée dans le triangle générateur, 
perpendiculairement à cet axe, et tournant avec luî^ 
elle décrira un plan perpendiculaire à Taxe SKi (198} , 
et sera éyidemment le rayon du cercle A'LfB', 

Il $uit de là que la surface conique coupée par un plan 
pe^^pei^diculaire à son axe, donne une circonférence de 
cercle; et il est visible qu'un plan mené par son sommet^ 
la coupe en général suivant deux lignes droites. 

Le cercle ADB décrit par le côté AC du triangle 
générateur, et qui ferme le cône, est la hase^ Candis 
que le point S est le epmrrut ; et cette base est perpen- 
diculaire à l'axe 5 C {*). 



(^) On dojpne le nom de cône droit à celui que je décris ici , 
pour le distinguer du cône oblique à base circulaire, quisVngendre 



Les trhingte semWaWcs 5^C et ^J!^, doimanl 

^ Aù\ A'C w S€ : Étf t: SA ; sa\ 

font voir que les rayons des cercles AVÉ et ÀB^B' sont 
proportionnels à la distance de leur plan, au sommet 
du cône ; mais les circonférences des cercles étant entre 
elles comme leurs rayons (i54) , et leurs aires suivant 
le rapport dès quarrés de ces rayon» (i88), on aura 
encore . 

ciro.ADB:civé.A'iyB':iAC: ^^-^^'^^^^ 

^\veADB:aïreA^D'B':::îc"Jc\:SC'.SC^^^^^^ 
propriétés qui reviennent à cellesqûi ont été démon.li'écs 
pour les pyramides dans les n**' 233 et 235. 

268. Remarque. Lorsqu'on a les dimensions d'un tronc 
de cône à bases parallèles BDAEBfUA'E^fig. i44>F5g.i44- 
on calcule, par un procédé analogue à celui du n*» 284., 
la hauteur du cône entier. En effet , les triangles ^50 
et A'Sf 0% étant semblables , donnent 

AO : A'O' :: so : 50% 

d'oi l'on tire 

AO — A'o'i so — so' :: ao : so, 

• \ .■ • • • 

ce qui revient à • 

AO^A'&lO& 'AdQ\SO, 

proportion dans laquelle les trois premîets termes sent 
ddnné^, et qUl fefa cbnnaîti^e là hauteur du côiie entier, 

THÉORÈME. 

269. Si i^ofi construit cUa polygoiiéè régtUiétitj im- 
ait» Bi trircomcritê à la base du côhéj et qné Vbn 

«B faisant tourner âmoar d'un poini *$Vj^^' 14a/ «lie droite*!-^, Fig. i4» • 
assujettie à toucher cominqcllemen| la circonft^rence d'un cer^ 
Ai)Bf situé dans un plan qui ne passe ^as par le point 4^. La drpice 
iî^, qui* VoTi nomme encore Vdxe du cône , n'est pîas pcrpendicu- 
lairi! «u pïàrt cte là t^éè AD St. 
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joigne Us angUê de- ce$ pçlygotu§ anéc le sommei 
du côiuj c$é ligiws' détermineront deg pyramides dites' 
ré^uliereSf parce, que toutes leurs faces triangulaires 
seront égales; et parmi ces pyramides, on pourra tou- 
jours en trouver deux, fune inscrite , l'autre eiroons^ 
crite, telles, que la différence de leurs aires soit moindre 
qu^une grandeur donnée j quelque petite que soit cette 
grandeur: 

Fig.143. ' Démonstration, Soit .abcdef, fig. |4^, ^^ poljgone 
inscrit dans la hase du cône *, en tirant les droites aSf 
bSy cSy etc. , et joignant ces droites par ées plans, on 
aura la pyramide Sabcdef. L'aire de cette pyramide , 
sans y comprendre sa base a^^^, est composée des 
triangles a55, bScf cSd, etc. , égaux entre eux, puis» 
qu'ils sont formés par les côtés du polygone ahcdef 
qbe l'on suppose r^ulier ^ et par les obliques Sa^ Sbj 
Se, etc., qui s'écartent également de la pèrpendiçu- 
laîre SO» L'aire de l'un de ces triangles, de aSb, par 
exemple , a pqur mesure i ab X ^^'Sg étant perpen* 
dîculaîre sur ab ; leur somme aura pour mesure 
{Nx,ab X 5^, en désignant par iV le nonibre des côtés 
du polygone ahcdef-, et comme N"^ab est éyidem- 
ment le. contour de œ polygone, on en conclura que 
Faire de la pyramide r^égulière, lorsqu'on n*jy comprend 
point sa base, a pour mesure la moitié du produit du 
contour de cette base,^ par la perpendiculaire abaissée 
du sommet sur l'un de ses côtés* 

Dans la pyramide circonscrite, dont je n'ai repré-'' 
seqté.qp'uae seule face, ASB, pour ne pas trop* com- 
pliquer la iSgure , les faces sont toutes égales entre elles 
comme dans la pyramide insorite , paroe que les arêtes 
SA, SB sont toujours des obliques qui s'écartent 
égaleinent de l$i perpendiculaire SO. Le milieu du côté 
AB, du polygone circonscrit étant précisément le point 
de son contact avec la circonférence du cercle aObf, 
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U p«2t>jfieodicttkite SS>, abaissée du point S sur jiB\ 
se confond ^nec le côté "du «6ne.:Uairè du triangle 
ASMu pour expression f^ByCrSG , et par coûséquent 
cdiede la pyramide entlërè,- àPèxôeptiort de sa base, , 

sera l'N X 35 X 55; ' 

Cela posé', si Von désigne par /> et P les aires de la 
pyramide inscrite et de Ja pyramide circonscrite , et 
par p' et P^ les contours de leurs bases , on aura 

;, = i/>' X %, ^ . /P='iP'X SQ, [ 
'd'«ii l'on eoBclurft 

Mais il résulte de la natiire des polygones réguliers 
inscrks et drconscrits au cercle (i5i)^ que les contours 
de ces polygones approchent sans cesse de l'égalité à 
mesure que Ton multiplie leui;s côtés; et il est visible 
que, dans les mêmes cîrconsîançejs, la différence entre 
les droite^ SG.et Sg peut dëwnir aussi petite qu'on . 
Toodra : les produits ^ P^'X SG et {p' X Sg appro- 
cheront dono aussi sans cesse de Pégaîité, et la diffé- 
rence des aires de la pyramide inscrite et de K pyramide 
circonscrite pourra par conséqu^>t deyenir moindre 
que telle grandeur dpiHiée qu'on voudra. 

270. Corollaire, Il est évident que plus on multiplie 
les côtés des polygones inscrits et circonscrits, plus les 
pyramides inscrites et circonscrites approchent de se 
confondre avec le cône, et plus en même temps Paire de 
la pyramide inscrite augmente, tandis que celle de la 
pyramide circonscrite diminue. En effet, le contour du 
polygiMie inscrit augmente toujours, ainsi que la droite 
•%'i qui, j^n s'c^proohant de la surface conique, s'éloi- 
gne sans cesse de la perpendicalafire SO, tandis que le 
contour du polygone circonscrit diminue sans cesse en 
s'appr^chant du cercle, et que la droite 5G consei-ve 
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la même grandeur. Il sutt évidemment delà > qfue , po«ir 
l'étendue, ratrd du cône est «dajotirs omnpriie entre 
celles de la pyramide inscrite et de ia pyramide cartons- 
crite; «pais co«uxie> par Je tbéprème précid^nti On peut 
rendre la différence dé ces dernières mQÎndf e qu'une 
grandeur donnée , quel^jue petite qu'elle soit ^ on pourra 
tçujourS; à plus forte raison, rendre la différence entre 
l'aire dw.côoe et. celle de la pyramide inscrite ou delà 
pyramide circonscrite, aussi petite qu'on le voudra. 

THÉORÈME. 

27 1 . L'aire (fun cône droit a pour fneeun^ la tnùitii 
du produit de la circonférence du cercle qui lui sert de 
base par son côtéj ou 5 CR, en nommant la première C 
et le second'^* 

J)émomtration. Sv P représente BctueUémènt le pé* 
rimètre du polygone circonscrit ^ l'aire de la pyramide 
circonserite sera exprimée par ^ PR {369), puisque R 
est la même chose que «$G ^ et désignant' par X U yraie 
mesure de l'aire du cône, les trois quantités { PR, \ GR 
et X seront dans le cas du n^ 186 , puisque la première^ 
toujours' plus grande que ks deut autres ^ en vertu du 
9°'^9^> et à t^nu^e que P^C^ peut en approchei' d'ausai 
pr^qU^|oi^,TO.udra i on.a^ura donc 

THÉORÈME. 

272, L/aire de la portion qui reste de la surface co' 
nique j après qu^on en à retranché une partie SA'D'B'j 
par un plan parallèle à la hase, ou Vaire du cône 

C^) Ce théorème se démontrerait immédiatement par un raison- 
nemenc analogue à celui dfe la note àH fi^ tS^ , en substituant des 
pyràmiâfis-tna polygones émployéi àmé k ti«te titêëé Uf kotéar 
trouvera aîM^ocnt î^ quelle mMiièr^ il f»n<kait modifier ot raiaon- 
nement poyr rappliquer aux propositions des numërot v)6, 380 ^ 
3S3 , 397 et ^o4, qui complètent la mesure de faire et du voIubm 
dés corps ronds. 



^. . . . 
/rwi^K^ ADBEÀ'D'BfE', ;fig. \Ai^^ P^^r mesuti ftjiFi2.i44^ 
ii»o»^ Ju pitoduié <U Ia ^me ck9 ckrcçnfiremies dé 
ses deux ham AûB et A'D'B',/>ar son. qqU AV. 

Démonsératicfti Si l'on élève par le point J , perpen- 
diculéireihcnt h SA , la droite JC, égale en longueur a 
la cîTConférèûcé ADBÈ, fet que Ton tire 50, l'ai re du 

trianglerectangle SAC, ayant pour mesuré i-«^<ÎX «î^» 
est équivalente à Faire du cône SADBE (nf" préoéd*). 
Tirant ensuîle la droite ^CT parallèle li^ 6", lee triangle» 
5^C et S^'C, semWablesenlrè eux, donneront 

Jet A" c V. SA: SA', 

mais on a aussi • ' 

circonf. ADBE : circonf. AD'B'É :i,SA: SA'{^6jy : 

le rapport SA : SA\ commun entre ce3 ^çfux proppr^ 
tiens , conduit à la suivante : ' 
c\rcoTif/ADBE:c\TCotiî.A'irB'£':i^CvA€r\ 

et puisque AÇ == circonf. ADBE y par construction , il ^ 

en résulte . ^^ 

., A'C = cirQonî,-^V:fi'E\\ , . 

Il suit de lÀ que Taire, du triangle SAUÇy égide à 
\A'C/XSA'i sera équivalente à celle du cône retran-^ . 
qbéSÀD'B'E' : Taire du trapèze ACCA' s^a dow> 
équÎTalente ht ceHe dn tronc de «ônô ADBEA'D'ffE"^ 
et comme la droite AA^ est perpendiculaire aux droites 
^C et A^Cy la mesure du tt^hzeACCA^ sera 

i^^'(^C + ^'C)(i75), 

ou i A A' (cire. ADBE+ cire. A'D'B'E! ) , 

comme le porte Fénoncé. 

, Puisfii'on peut prendra, au lieu de \ {AC-\rA'C) ^ 
k droite ^*4C?", menée parallèlement à ^C, per le flriliistir 
de AÂ (i^S)^ il s'ensuit que Ton peut aussi substitua" 
àî (cire. ADBE -^^ cire. A'D'B^E') y la circoiifîéreOQB 
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A'D'B'E' de la section faite dan» le tronc de c6ne , à 
égale distance des deux baa^ , et parallëlemexii k leurs 
plans ; car on aura cette suite de rapporta égaux : 

:: cire. ADBE l cire. A"D"B''E\ 

d'après laquelle l'égalité de cîrc. ADBE et de AC en- 
traîne celle de cire. AWB"JEr et de A"a. 

On conclura de là que Faire 'Conyexe du tronc de' 
cône a pour mesure A A' X cire. A^D''B''E'!j ou \e pro- 
duit de spn côté par la circonférence de Ick section fuite 
à égale distance des bases. 

N, B,En substituant le sommet à la base supérieure, 
cette mesure devient celle de Paire du cône entier. 

THÉORÈME. 

273. En multipliant suffisamment les côtés du po^ 
Ijrgone inscrit j on pourra toujours former deux pyros^ 
m^idesj Vune inscrite, et VfLutre circonscrite, telles, que 
la différence de leurs volumes soit moindre qu* une gran- 
deur donnée, quelque petite que soit cette grandeur. 

Démonstration. En e£Pet> la pyramide inscrite et la 

Fig. 143. pyramide circonscrite ayantmême hauteur 50,^. i43, 

en tiomnMmt/> et P les volumes de ces pyramides, /?' et 

V P' les aires des polygones abcdefj ABCDEF qui leur 

servent de bases, on aura 

p=^^-p'>^soJp^iPx.so, ^ 

oe qui donnera 

P-/, = i5Ôx(P'-p'); 

et comme on peut amener à tel degré de petitesse qu'on 
voudra la différence P' — // entre l'aire du polygone 
inscrit et celle du polygone cisconscrit (i84)) on rendra 
doilc moindre que telle grandeur donnée qu'on voudra , 
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la AiSéretàce P^^p entre le voluûie de la pyramide 
inscrite et câni' de la pyramide effètoserîte. 

274. Corôttûire* Le Tolume du cône étant visible** 
ment intermédiaire entre celui, de la pyramide inscrite 
et celui de la pyramide circonscrite , il suit du théorème 
précédent > que Von peut toujours assigjicr une pyramide 
inscrite et une pyramide circonscrite qui en diffèrent 
aussi peu qu'on voudra. 

THÉORÈME. 

275. Le volume' âfun cône a pour mesure le tiers du 
produit de l*aire de sa base par sa hauteur, ou \ QSij 
en représentant par G la première j et par -H. la seconde* 

Démonstration. Soit P l'aire du polygone servant de 
basé à la pyramide circonscrite , dont le volume aura alors 
pour mesure^ PH, et soit X la vraie mesure du volume 
du cône ; les trois quantités \ PH, ~ CH et X seront 
encore dans le cas du numéro i86 , puisque P surpasse 
toujours C, et que , d'après le numéro précédent, la 
^première quantité *, \ PfJy toujours plus grande que les 
deux autres^ peut eh approcher cependant d'aussi près^ 
qu'on voudra : on aura donc X = 5 CB (*) . ' 

PROBLÈME. 

276. Trouver le volume d'un tronc de cône droit à 
bases parallèles. 

Solution. Il faudra prolonger les côtés AA' et BB^^ 
fig. 144 > jusqu'à ce qu'ils se rencontrent, pour connaître Fig. 144. 
la hauteur «S O du cône entier (268) , au moyen de laquelle 
on aura pour le volume de ce corps , 5 SOx, ADBÉ^ et 

(^) Le théorème ci-dessus a également lien pour le cône obfiqae ; 
car il est évident <{ue le théorème dan° 37$ et le coipUaire dua^ 374 
ne supposent poiott que la perpendiculaire SO tombe sur le centredu 
cercle a G hf, et peuvent par conséquent s'adapter an cône obliquç, 
sur la figure' i4a. Il en est de même à l'égard de la recherche du 
volume du cène fronqué, dans te n^ suîyant. 
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soustrayant de 5 O la hauteur du tronc OC, le rertc SO 
sera la hauteur du cône retoanohé y dont W Tolume sera 

par conséquent exprimé par ^ S^ X jtÛ^E, La dîf- 
.* férencé entre ce produit et le précédent sera le volume 
du tronc de cône proposé. 

Fig. i45. a77. Si l'on conçoit que le recUngle -^CC^',^. 145, 
tourne autour de l'un de ses côtés , CC , il engendrera 
ie corps appelé cylindre droit; la. ligue ^udf' décrira 
dans ce mouvement la surface cylindrique droite. 

Un point quelconque A" de cette droite décrira la 
circonférence du. cercle A''D''B''y égal et parallèle an 
cercle ADB engendré par ^Ç,iet quç l'on nomme la 
bcLse du cylindre j car la droite A'*C\ perpendiculaire à 
ce, égale à AC^ décrira, en tournant autour de CC^ 
un plan parallèle au plan ADBy et dont rintersection 
avec la surface cylindrique sera -^'JD*^". Il résulte de là 
que la section de la surface du cylindre droit , par un 
plan parallèle a sa base , est un cercle égal a cette base. 
Le cylindre est terminé supérieurement par une base 
jfD'B'y égale et parallèle à sa iasê inférieure AVB, 
La droite CC^ autour de laquelle tourne le parallèle - 
gramme ./iCC^' et qui contient évidemment les centres 
des bases et ceux des sections qui leur sont parallèles, 
se nomme Yaxe du cylindre , et est perpendiculaire à 
la base (*'). 



(^) Le cylindre oblique est celui que renferme la «urface décrite 
Fiff.ii6 P**" ^^^ àtoxte quelconque AAfffig. i46, assujettie h glisser piaral- 
* l^ement ^ eUe-méme le long de la circooféreQce d^un cercle ^DB* 
Si l'on considère la droite génératrice AA' parvenue dans une posi- 
tion quelconque Z>/X, que, par le centre de la base, on mène CC 
parallèle et égale à A A'', qu'on termine \e e&vçs par un plan A*iyB' 
parallèle à AT>B , en tirant OBt^ on feraiera le pWBltékgraœne 
BCOiy, ee l*"©» »»« Cïy^ CD. Ainsi » la base supérieure A'ÎXC 
dit cy Itndre obliqne sera un ttH\t aussi bien qtte sa base inférieure 
et toutes les sections qui lui sont paralièlea ; mais Pase CC ne teva 
point perpendiculaire sur cette base, comme dan» le cylindre droit- 
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THÉORÈME. 

%'jA* Si l*<m imorU 0i eirctnêcrii até ctrch qui sert de 
ht^e à un. i^ndi*»j dé9 polygone» d'un même nombre 
de eôtèsj et que^ par les sommets des angles de ces 
polygones j on mène des droites parallèles à Vaxe OCX^ * 
fig. 147, en joignant leurs extrémités supérieures pa;rT\%.\^^. 
d'autres droites , on foYmera deux pfismesj l^un ins- 
cwiij 'l*€t»tre eiroonscritj au cyHndre proposé ; et tàn 
pourra toujours prendre ces prismes telsj que la dîffè^ 
rence de leurs aires soit moindre qu'une grandeur don-- 
néej quelque petite que soit cette grandeur. 

. Démonstration.ljesAroiiesaa', hb\ etc., élevéesi pa- ' 
rallëlement à Ç/^ei par conspue at perpendiculaires ai,i 
plan abcdefi seront sur la surface du cylindre » pnisqMe 
les rectangles aOO'a'^ bOO'b'. sont égaux au rectangle 
générateur. Il est évident d'ailleurs que lea rectangles 
cd)VcL y bccb\ etc. sont égaux, puisqu'ils ont yisiblement 
deux angles et trois côtés égaux chacun à chacun (85). Les 
arêtes acl ^ 6&',eta étant perpendiculaires sur oè, bc^ etc. , 
les aires des rectangles qb\ ^^'^ etCi» seront çxpi^îfatées 

par ab X aa\ hc X bV ^ etc. 5 réunissant ces produits , en 
obseryant qu'ils ont tou» un faeteor commun , puisque 
aa\=W= etc., l'aire du prisme inscrit, sans y com- 
prendre les bases abcdefy a!Vc'd!efy sera exprimée par 
{ab -+• Ac + ^û^+ ûfe4" ^/+/ût) X «a', ou par p^H,&\p 
désigne le périmètre du polygone abcdef^ et H la hau- 
teur aa\ conpmune au prisme et au cylindre. 

Pour éviter la confusion , je n'ai représenté qu'une 
seule face ABB> A' du prisme circonscrit. Il est visible 
que si , dans cette face et par ?e point G , où le côté AB ' 

tauçhe le cçrçle, on tire^ CG' parallëLement à Q0\ 
ce^tè droite sera sur la surface cylindrique, pirisque 
le rectangle G 00' G' est ^g.al au rectangle généra- 
teur* L'aire du rectangle AB^' A! élfent exprini^çQ par 

4B y<, GG\ l'aire totale im prisme cireqnscrit, en 
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ii*y comprenant point les bases , sera égale au contour 
F da polygone circonsGrU, multiplié par la hauteur. 
GG ou R, commune à tous les pi^rallâogramUiesqut 
forment renveloppe du prisme ciroopscrit et celle du 
prisme inscrit. . . 

Cela posé, la différence de l'aire convexe du prisme 
inscrUà^elle du prisme circonsorit, sera Px^— /»Xfi^= 
CP— 7>) H,et pourra devenir aussi petite qu'on voudra , 
en prenant des polygones inscrits et circonscrits ^ dont 
les contours P etp diffèrent l'un de l'autre de moins 
que teJIe grandeur donnée qu'on voudra. 

279. Corollaire. Il suit évidemment de la proposition 
précédente et par les. raisons déjà développées dans le 
n" 270, que*la surface cylindrique est moindre que celle 
du prisme circonscrit et plus grande que celle du prisme 
inscrit, et que l'on peut par conséquent trouver un 
prisme, soit inscrit, soit circonscrit, dont l'aire difi^re 

. aussi peu qu'on voudra de l'aire du cylindre droit. 

THÉORÈME, 

280. U aire de la surface convexe du cylindre droit 
a pour mesure le produit de la circonférence de sa base 

- par sa hauteur ^jou le produit GH. 

Démonstration. Si l'on désigné par P le contour du 
' polygone qui sert de base au prisme circonscrit au cy- 
lindre , et par X la vraie mesure de ce dernier , on 
aura PH poar l'aire du prisme circonscrit , et il est 
visible que les trois quantités PH, CH et.JÇ seront dans 
le cas du n^ 186 : on aura donaX= CH. 

THÉORÈME. 

281. On peut toujours for m£r deux prismes j Vun 
inscrit et Vautre circonscrit au cylindre j telsj que leurs 
volumes differeni aussi peu qu^on voudra, 

Dém. Le volunre du prisme inscrit ahcdefalVddlef 
est égal à abcdef X H (260) ; let désignant l'aire du 
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|)o]ygOBe wcrit par p , cette, du pol^otié ctrcbneerit 
parP, le yôlunie du prisme insorit sera mesuré ptr pJÏ, 
«t celui du prieme cîroouscrîi par Piï^; leur âifférei»Ge 
étant (P — p) H, pou rra devenir . aussi' ■ petî ter qu^>ii 
•voudra 9. puisque la dîfféreiiGe P —*p, entre Faire du 
polygc^e inscrit et cdUe du polygone eirêonscrtty peut 
être rendue moHidie qu'une f^andenr donûée^^qu^ne 
petite qn'oUe soit (i84)« 

382. Corollaire^ Il suit de la que l'on peut eonstmire 
un prisme inscrit et un pristne etroonserit'teisy que leur 
Tolnme diffère aussi peu qu'on voudra de celui du cy- 
lindre ^ qui sera d'ailleurs toujours plus^rand qu« le 
premier , et moindre que le second. 

THÉORÈME. 

^83. Le volume ctun tylindte droiia pour mesure 
ie produit de taire de sa base par sa hkêuieur ^ ou C'H^ 

C Jtant Vcdre de cette base. 

Ddmomtpatioiu Si l'on désigne pqr P' l'aire du polj- 
gone circonscrit, P^H sera la. mesure du volume du 
prisme circonscrit ; et si X désigne la vraie mesure du 
cylindre , les trois quantités P'H, CH et X se trou- 
vant datis le cas du n* 186, on aura nécessairement 
X^CH{*). ' ^ -. . 

284. Si le demi-cercle ACB tourne autour de son 
àbkmiheAB^fig. 148, il engendrera ta sphère^ et la t'»gï48. 
deihi^circonférenoe qui l'ertteloppe décrira la surface 
sphirique. 

Bans ce mouvement , chaque point de l'arc ACB 
décrit évidemment une circonférence de cercle ayant 
pour rayon la • perpendiculaire DE y abaissée sur le 

(*) Le théorème ci-dessus a également lien à Pëgard du cylindre 
oblitpie \ car il est facile de voir que le tïie'orème et le corollaire pro. 
ré/lens ne supposent pas que Taxe étk cylindre et les arêtes des 
prismes soient peqpendicnlaires an plan de la base. 

Géométrie. ï4* éd^^iou. i3 
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diamètre AB que Pod .nomme axê. Il fxnA pourtant 
.eoLcepier de cette remarque les extrémités ^ et i& de 
l'axe, qui restent immobiles oomme tous les points de 
cet azO) et que l'on nomme pôles» 

. La surface sphérique a tons ses points également éloi* 
gnés dà. point Oy centre du cercle ^éjiérirteur ; car œ 
fioint ayant oonserré la même situation sur le pian du 
demi-cercle ACB , dans toutes les positions prises par 
ce plan.^ sa distance à chacun des points de l'arc A€Bj 
qui. o»t passé successivement par tous ceux de la sphère > 
i^'a pto yarié« 

' Il paix de là que le rayon du cercle ACB est aussi 
celui de la sphère. 

THÉORÈME. 

28S1 ii*a section »de la sphère^ par un plan quel^ 
pondue 'j est toujours ttn cercle. 

Démonstration. La ||roposition est évidente par elle- 
même, d'après de qui précède , lorsque ie plan coupant 
passe par le centre de la sphère ; et alors la circonfé^ 
rence de cette section a pour rayon celui de la sphère. 

.JVIais si Z>GFjff'déÀigne un plan quelconque , et que ; 
du centre O, on abaisse sur ce plan la perpendicubiire 
OE , le pie# E de cette perpendiculaire sera k é^le 
distance de tous les points de la section DGFH) car 
toutes les obliques OD , OG , OF, OH, étant égales 
comme rayons de la sphère , s'éioarteront également de 
OE (200) : la courbe DGFH sera donc un cercle s^«nt 
son centre en £, et DE pour rayon. 

286. Remarque, La droite DE étant nécessairement 
moindre que le rayon OD ^ le cercle DGFH sera 
moindre que celui qui résulterait d'une section faite 
par le centre de la sphère : ce dernier serait un grand 
cei-cle^ tandis que l'autre n'est qu'un petit cercle* 

Tous les grands cercles, ayant même rayon, sont 
égaux entre eux. 
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287. Corollaire. Deux grands cerclejs , A CBFy AIBKy 
se coupent toujours en deux parties égalel^*, car H est 
érident qu'ils ne peuTcnt se rencontrer que «dans la 
droite ABy commune section de leurs plans , qui , pas- 
sant par leur centre commun , est en même temps le 
diamètre de l'un et de l'autre , et les partage par con- 
séquent en deux parties égales. 

288. Trois cercles qui se coupent deux à deux sur la 
surface de la spbère^ forment un triangle sphérique ; 
mais on ne considère ordinairement que celui qui, 
comme ICMy e^t formé par trois ares de grand cercle , 
pliis petits que la demi-circonférçnce. 

Si, du. centre de la sphère, on mène des rayons aux 
points Cf let^My il est visible que ce3 rayons détermi- 
neront fin angle trièdre OCIM^ dont les angles plans 
IQCylOMyMOC.^ seropt j^^urés par les.^jccs C/, 
m et CM. 

THÉORÈME. 

289^ La somme de chupc côtés d'un triangle sphé- 
rique est toujours plus grande que. le troisième ^ 

Démonstration* Puisqu'en vertu du n® 222, la somme 
de deux quelconques des trois angles plans lOCf lOMf 
MOCt qui forment l'angle trièdre OGIM ^ surpasse 
le troisième , et que les arcs CI , IM et CM , qui me- 
surent ces angles , sont du métiie rayon , il en résulte 
nécessairement que la somme de deux quelcQnqjues de 
ces arcs , qui serait la mesure de la somme des angles 
auxquels ils correspondent (no), doit surpasser le 
troisième., 

290; I*' Corollaire. Il suit de là que le plus cpurt 
ebemin pour aller d'un point à un autre sur la surface 
sphérique, est l'arc du grand OQrcle déterinin^ par le 
l^an qui passe par ces deux points et par le cen^ de 
la spbère ; car si l'on assignait pour plus court chemin 
entre les points -^ et B , fig, i49; pne ligne AMNB^ Fig.149. 

\ i3.. 



différente du grand cercle. ^^ qui passe par ces points, 

que Ton prît un point ^ sur cette ligne, et que Ton 

tirât le^arcs de grands cercles AM et MB , on aurait 

AM + MB :>AB (n» précédent). 

Prenant entre M el B\e point N^ et menant les arcs 
de grands cercles MN et NBy on aurait encore 

mn+i/b^mb, 

et par conséquent 

AM + MN + NB>AM+MBr. 

En continuant ainsi , on roit que plus on s'approche de 
la ligne AMNBy plus le chemin à parcourir pour aller 
de ^ en ^ augmente ^ d*oii il eàt évident que AB est 
le plus court ; et l'on n'en saurait trôuTcr d'antre ; car 
le grand cercle que Ton mènerait par deux points quel-^ 
conques de l'arc AB se confondrait ayec cet arc, puis- 
que tous ses points et le centre de la sphère sont com- 
pris dans un seul plan. 

J'ai supposé la ligne AMNB extérieure à tons les 
grandi cercles menés par deux quelconques de ses 
points y mais si le contraire avait lieu^ ainsi qu'on le 
voit dans la partie ponctuée MNA , on tirerait les 
arcs de grands cercles MN* st AW ; et comme on 
aurait 

AN' J^MN">AM^ 

il en résulterait encore 

AN' + MN' + MN+NB>AM + MB>AB, 

291. 2* Corollaire, il suit encore du même théo- 
rème que la somme des côtés d'un triangle spfaérique 
est moindre que la circonférence d'un grand cercle; 
car si l'on prolonge les côtés Al et AlU du triangle 
Vi^.iSfi, MAt y fig* 148, jusqu'à ce qu'ils se rencontrent en B, 
on aura . ■'■■ ' 

IM < BMJt^àf (:289) ; 
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ajoulfini de part et d'autre AM'^ AI , il viendra 

AM+AI+IM<:iB]kl+BI+A3f+Al, 

or , les arcs^ilf et ^ilf forment la demi-circonrérence 
ACB f les arcs AI et BI la demi-circonférecice AIB , 
égale à la première (286) : les quatre arcs réuaU corn- 
posent donc une circQnférence de grand cercle , laquelle 
surpasse par conséqi|||ît la somme des côtés du triangle 
MAI. 

Il est facile de Toir que cette proposition résulte &\i^h 
des numéros 226 et 288. 

THÉORÈME. 

292. Sijpar le centre d*un cercle quelconque DGFU ^ 
tracé 9ur la sphère j on élèife isne perpendiculaire AE^ 
elle passera par le centre de la sphère > jet la coupera 
en deux points^ ÈLet'^à^ dont chacun sera ^galenteni 
éloigne de tous ceux de la circonférence DGFU. 

Démonstration. En effet, il est évident, par le nu- 
méro 200, que la perpendiculaire AE doit passer par 
une suite de points tels , que chacun soit à égale dis- 
tance des points de la circonférence DGFH^ décrile 
du pied E de cette perpendiculaire , comme ceotre ; 
or, le point O, centre de la sphère, ayant la même 
propriété, doit par conséquent se trouver sur AE^ et 
les points AetBy où AE rencontre la sphère, do lisent 
être chacun à égale distance des poists de la circon- 
férence DGF H : hien entendu que la distança de ces 
derniers au pointa n'est égale à leur distance au point 
Bj que quand le point E tombe eu O, ou qu'il s'agit 
d'un grand cercle CILK. 

Il est visible que les arcs AD , AGj AF, Aff, ayant 
pour cordes les distances du point A à chacun des points 
de la circonférence DGFIty et étant pris sur des grands 
cercles qui ont tous même rayon , sont égaux. 

2^3. CwoUaire, 11 suit de ce qui précède que tes 
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points AetB peuTenl servir à décrire le cercle DGFH, 
sans qa'il soit besoin de connaître son centrç , placé 
dans Fintérienr de la sphère , puisqu'il suffit de marquer 
tous les points dont les distances' au point A ou au point 
B , mesurées sur là surface sphérique par les arcs de 
grand cercle AD et A G ou. BD et BG, sont égales à 
celle que l'on a choisie pour décrâe le cercle proposé. 

Lés points A et B se - nommSit (en conséquence les 
pôles du cercle DGFH, et la droite AJE en est Vaxe. ^ 

THÉORÈME. 

294. L^ plan mené par un point de la surfuce de 
la sphère^ perpendiculairement au rayon qui passe par 
ce points est tangent à la sphère ; et réciproquement le 
plan tangent à un point quelconque de la surface sphé* 
rique, est perperuUculaire à l'extrémité du rayon, 
Fig.i5o. Démonstration,, Le plan ^i?, y^*. i5o^ étant perpen-p 
diculaire sur le rayon OC y au point C, a tous ses autres 
points plus éloignés du centre O de ia sphère que ne 
l'est le point C, puisque les obliques quelconques OD, 
OEj etc. sont plus longues que la perpendiculaire 
OC (200): donc les points D, È , etc.'soiit hors de la 
sphère; et le plan AB n'ayant qu'un seul point C de 
commun avec la surface de cette sphère^ lui est tangent. 

Réciproquement, le plan tangent à la sphère en C 
ne peut être que le plan AB^ perpendiculaire sur le 
rayon OC; car ce plan n'ayant; de commun avec la 
sphère que le point de contact C, et tous ses autres 
points étant plus éloignés du centre que celui-ci^ il 
s'ensuit quQ le rayon OC est la plus courte ligne qu'on 
puisse mener du centre sur le plan tangent, et que par 
conséquent il est perpendiculaire sur ce plan. 

THÉORÈME. 

29$. Si l'on inscrit et si l'on circonscrit à un arc 
quelùonqiÂe d^un demi' cercle deux portions de polygones 
réguliers du menu nombre de côtés , et qu*vn fasse 



tourner le demi-cercle autour de 80b diamètre^ avec leê 
portionê de polygones. Usera tou/ourB po^èiffle de rendre 
la différence entre Ifcàre du corpê décria par la, portion 
inscrite j et l*aire du corps décrit par la portiot» cir^ 
conscrite, aussi petite qu'on voudra. 

Démonstration. L'aire du corps décrit fuu: U portion 
de polygone abcd^fig, i5i , quand elle tourae avec Vtire Fjg. i5i. 
ad autour du diaoïèlre ap , se oompoae des aires que 
décrit eu particulier chacun de ses c6téa* Le premier 
ah décrit uq cône entier , et les autres des troncs de cône 
ayant pour bases les cercle^ engendrés par les perpen- 
diculaires be , cf, dgy abaissées ^es points. 6 , c, d, sur 
l'axe âO (267). L'aire de l'un de ces corps , de celui 
que décrit cd , par exemple , s'obtient en abaissant du 
milieu de ce côté, sur aOy la perpendiculaire Iq , et est 
^ale à crf X cire. Iq (272) •, mais cette expression peut 
être transformée en une autre ne contenant plus le faC^ 
teur cire, /g^quicbange pour chaque cône. Pour cela , on 
abaisse cr perpendiculaire sur c^^; on tire ZO;.et les 
triangles dey et qlO , semblables , comme ayant les côtés 
perpendiculaires chacun à chacun (65), donnent 

'cd: cr :: lo: iq. 

Mais or est égal à^, et les circonférences des cercles 
étant entre elles comme leurs rayons , on peut substi- 
tuer au rapport de 10 à Iq celui des ciroonférepces de 
cercle dont ces lignes seraient les rayons, et l'oo aura* 

cd ifg :: cire. 10 lc\rc Iq , 
d'où l'on conclura <► 

cdX cire. Iq =zfgX, oirç. lO : 
donc Paire du cône décrit parcd aura aussi pour expre»* 

non Jg X oirc. lO, c^esW>à-«dîre le produit de sq bau-, 
teur par la circonférence du cercle inscrit au polygone 
dont son coté fait partie. Il en est de même des aires des. 



200 ÉLéM£Nt 

cônes décrits par les autres côtés et doht les hauteur» 
sont tf^et ae. La circonférence du cercle inscrit étant 
un facteur commun k toutes ces aires, leur somme» ou 
Taire du cojfps décrit par la portion abcd du polygone 
inscrit y sera donc égale à la somme des lignes^, ^^cte* 
«^estrà-dire à la partie ^^ de l'axe, comprise entre l'ex"- 
. trémité a du premier côté et la perpendiculaire abais- 
sée sur cet axe par*Pextrémité du dernier côté, mul- 
tipliée ptfr la circonférence du cercle inscrit, ou & 

fl^Xcîrc. /O. ♦ 

Par la même raison, l'aire du corpis décrit par la 
portion ABCD du polygone circonscrit, aura pour 

expression AG yc, cire. LO* Cette dernière quantité 
surpassera toujours la première , d'abord parce que 
cire, LO se^a toujours plus grand que cire. 10^ ensuite 
parce que AG surpasse ag, £n effet, on a 

AG ss aG + Aa et o^ == aG -|- Gg^ 
d'où il résulte 

AG — ag^ssz Aa — Gg = Dd -^ Gg^ 

puisque Aa^^s^Bdf mais il est yisible que Gg<^Dd^ 
et qu'on peut rendre Aa ou Dd aussi petit qu on tou-, 
dra , en multipliant suffisamment le nombre des côtés 
des polygones :. il en sara donc de même de la diffé- 
rence J^ lignes Dd et Gg^ nécessairement moindre 
que la plus grande de ces lignes. Par conséquent AG 
surpassera toujours ag^ et pourra en approcher d'aussi 
près qu'on voudra (*). Dans celte circonstance, LO 

(*) Le triangle DO G donne (Sg) 

dO\gO\\Dd\Gg, d'où G5! = />ax|g5 

C« qui prouve encore que G^< Dd^ puisque gO .n'est que l^un 
des câtés du triangle rectangle dont dO est l'hypoténuse. Dé 
phiSyle points étant l'ez trémité comcdune de toutes les portion» de 
polygoneç inscrits à Tare ad y les lignes ^O et JO ue changent point 
non plus que leur rapport ; Gg diminue donc en mem6 temps 
quei)rf 
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€t 10 s'approcbant également de plus en plu8% cire. LO 
diffère d^ moins en moins de cire. 10 : on pourra doue 

rendre la différence AG X, cire. LO'^agX cire, 10 
moindre qu'une grandeur donnée, quelque petite qu'elle 
soit, en considérant cette différence comme celle de 
deux rectangles dont les bases et les hauteurs peuvent 
être aussi pr%s que l'on voudra de l'égalité. 

296. Con>//aï>e. L'expression -/^G— û^=:27û?— Gg- 
montre aussi que AG diminue en même temps que Dd^ 
car la hauteur ug est commune à tous les polygone» 
inscrits à l'arc ad; LO demeurant aussi le même, il 
en résulte que l'aire du corps décrit ^v la pcMrtion 
ABCD diminue en se rapprochant de la sphère. L'aug- 
mentation de 10 dans la même circonstance , prouve 
que l'aire du corps décrit par ahcd augmente alors, 
et que par conséquent l'aire de la portion de sphëre 
décrite par aLd^ est moindre que celle du premier 
de C6S corps y et plus grande que celle du second. Il 
suit de la qu'on peut assigner deux corps de ce genre, 
dont l'aire^ difiere aussi peu que Vi>u voudra de celle 
de la portion de la sphëre décrite par l'arc. 

THÉORÈME. 

297. L'aire de la portion de sphère j ou calotte sphé- 
Tique, décrite par un arc qui ne surpasse pas le quart 
de la circonférence du cercle générateur j est égale au 
produit de cette circonférence par la partie. du diamètre 
qui mesure la hauteur de la calotte. 

Démonstration^ Soit X la vraie mesure de l'aire dé- 
crite par l'arc cui\ ealdi comparant à celle du corps 
décrit par I4 portion de polygone circonscrit ABCD, 
on aura les trois quantités 

AG X cire, LO, ag X cire, LO , et Jï ; 
et la première étant toujours plus grande que les deux 
autres, dont elle peut approcher d'aussi près que Toq 
voudra y on en conclura, par le &° 186» 
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298. I** Corollaire. Il suit de là que Taire de la splièrè 
entière a ponr mesure le produit de son diamètre par 

la circonférence d'un grand cercle, c' est à«d ire op X cire. 
f^O, En effet, le théorème précédent s'applique au quart 

de cercle aLm, çt donne aOX. cire. LO pour l'aire de 
la demi-sphère qu'il engendre en tournant autour de 
l'axe aO-f pour le second quart de cercle pnm, on a 

de même pO X cire. LU : la somme de cette quantité 
et de la précédente , est 

(aO -f-pO) cire. LO =zapX, cire. LO. 

Eu général , l'aire d'une portion quelconque de la sur- 
face sphérique , comprise entre deux plans parallèles, 
ou d'une sone, est égale à la h^^uteur de cette zone, ou à 
l^, distance perpendiculaire des plans qui la terminent, 
multipliée par la circonférence d'un grand cercle y car 
si de ia calotte décrite par l'arc oLm , etfdont l'aire est 

mesurée par aO X eirc. ZO, on retranche la calotte 
décrite par l'arc aLd, et dont Paire est mesurée par 
og-X cire. LO, on aura 

(aO — ag) cîrc..iO= Og X cire. LO , 
pour l'aire de la zone décrite par l'arc dm. 

On prouverait d'une manière analogue>que la zone dé- 
crite par l'arc mn doit être exprimée par OoXcircZrO; 
et en ajoutant ce produit à Ogyc. circ. LO, on aurait, 

dans le résultat {O0+ Og) cire. LO = ogX cire. LO, 
l'expression de Faire de la zone décrite paV l'arc dmn, 
la.quelle comprend le «entre de la sphère. 

299. 2* Corollaire, Il suit enoore de ce qui précède , 
que Faire de la surface sphérique est quadruple de celle 
de son grand cercle ; car l'iaire de œ dernier est expri* 
mée par ^ CR , si Fon désigne >sa circonflfirence par C, et 
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^n rayon par JR (187) ; mais nommant D le diamètre, 
on aura jR = î 2> , et par conséquent î i2 = i £> , d'où 
l'on tirera \ CD pour l'aîre du grand cercle, résultat 
qui n'est en efiçt que le quart du (produit CD y par 
lequel se mesure l'aire^e la sphère (n^ précédent). 

THÉORÈME. 

3oo. L^irs de la portion ACBIA , fig. 148 , comprise Fig. 148» 
entre deux gronda cercles qui se coupent^ ^4?f^ ^'^^'' 
npmme. fuseau spliérique^ est à la surface de la sphère, 
comme ^ar^ CI du cercle CILK perpendiculaire à V in- 
tersection commune des plans BCA. et BIA^ est à sa 
circonférence , ou comme V angle plan qui mesure leur 
angle dièdre CikSi^eat à quatre d^roits. 

Démonstration. La proposition est éfidente lorsque 
Parc CI est partie aliquote de la circonférence CILK ; 
car si l'on conçoit cette circonférence divisée en effet 
dans ses parties aliquotes > et que , par les points^, B et 
par 'les points de division , on mène des grands cercles , 
la surface sphérique sera partagée en autant de fuseaux 
égaux à ACBIA , que le cercle CILK contient de par- 
ties^ puisq^'il est visible que deux fuseaux de la même 
sphère sont égaux lorsque les plansf des cercles qui les 
déterminent font respectivement le même angle dièdre. 

Quand l'arc CI n'est pas aliquote de la circonfé-^ 
rence , on prouve , par un raisonnement analogue à celui 
du V 109, que le rapport du fuseau ACBIA k la surface 
entière de la sphère, ne peut être ni moindre ni plus 
giand que celui de l'arc Clk la circonférence CILK, 

Le plan CILK étant perpendiculaire à la droite AB^ 
l'angle plan CO/ ihesuré évidemment l'angle dièdre f 
CABI\ et puisque le rapport de cet angle à quatre droits 
est le Même iqoe celui de l'arc Ç/ qui le mesure ^ avec 
la circonférence CILK {i 10), il s'ensuit nécessaire- 
çaent que l'angle COI est à quatre droits comme faire 
du fuseau ACBIA est à celle de la splière. 
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3oi. Uaire d'un triangle sphérique est à telle àUr 
la iphère entière j 0omme la difféxence entre la sommer 
des trois angles dièdres formè^ par les cercles qui com- 
posent ce triangle et deux angles droits j est à huit angles- 
droits. 

Démonstration. Les trois cercles ACBL^ CILK et 
MIFK, qui forment le trîatigte spbérique CIM, parta- 
gent la surface sphérîque en huit triangles, parmi les- 
quels CHM et FIL sont égaux ; ainsi qu^ Ton peut 
s'en oonTaincre en remarquant que les angles trièdres 
OCKMei OFIL, auxquels ils correspondent .(a88) , 
ont toutes leurs parties égales (^)t Cela posé, en dé-* 



{*) L'égalité des parues de ces angles trièdres prouve bien celle ^ 
des parties des' triangles sphériqaes; mais il est facile de voir que 
les côtes de ces triangles ne sont pas assemblés de la même manière , 
Cl qu^on ne pcutiiar conséquent les appliquer l'un sur l'autre (3«5). 

CavaUeri , h qui Ton doit la proposition ci-dessus ( Directorium 
générale uranometricum, Bononice, i632 , pag. 3i6 ), et les auteurs 
(£ui l'ont suivi , ont regardé l'égalité des triangles sphériqucs dont 
les côtés sont égaux, chacun à chacun , comme analogue à celle des 
triangles rectilignes, sans faire attention qu'on ne pouvait pas re- 
tourner la surface spiiérique comme le plan ; mais au fond , cette 
difficulté est plus apparente que réelle , et il y a plusieurs manières 
de se convaincre de Tégalité des aires des triangles dont il s'^t : en 
voici d'aiUenrs une démonstration. 

Si par les sommets des angles de chacun des triangles proposés , 
on fait passer un cercle , et que par son pôle on mène des aix:s 
de grand cercle aux angles des triangles proposés , ces arcs seh>nt 
égaus (x^qS ) j on formera par ce moyen sur chaque côté des tsiaf^" 
gles proposés , un triangle sphérique isocèle. Les triangles recti- 
lignes. formés par les cordes des côtés des triangles sphériques pro- 
posés étant égaux (99), les cercles dont on vient de parler seront 
aussi égaux (119)^ et auront leurs pôles placés aux mêmes distances 
de' leur circonférence ^ par conséquent les trois tria||gles sphériques 
isocèles du premier des triangles proposés seront évidemment 
égauxaux trois du secoqd, chacun à chacuA , et les aires des triangle». 
]froposés seront formées de la mCme manière avec celles des nouveaux 
I4iang1cs. 
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^îgnant la surface de lasphëre par S y et l'angle droit 
par D, l'aîre du foseau ICKMJ aura pour expression 

^^ ^^^ AD {n** précédent); 

et comme ce fuseau est composé des triangles CÏM ^ 
CIÇM y on aura 

l'aire du fuseau VIIFAM étant 

5 X àng. IMFJ 
42> 
on trouvera 

enfin , le fuseati ClLBCy dont Faire est exprimée par • 
S X a og. ICLB 
-4^—' 
donnera . 

Mais si Ton met à la place du triangle CKM son égal 
FIL y et qu'on ajoute ces expressions, en obsex'Vant que 
CIM+CiF-^FIL+MlL composent la iiioîtié de la 
surface sphérîque , située en avant du plan ACBL^ùti 
V hémisphère lACBL , il Viendra 

aq;ilf4-f»y=:-^( ang. CIKM^ ang, /iW^ + ang. ICLB ). 

lies trois angles dièdres CIKMy IMF A, ICLB sont 
évidemment ceut que forment entrç eux les plans des 
côtés du triangle sphérique CI M ; et, pour abréger , je 
les désignerai par une seule lettre de leur arête, savoir) 
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celle qui se trouve à l-intersectîoa des deux cdté^ du 
triangle: de cette manière > les angles CIKMj IMF A, 
ICLB seront respectivement les angles /, M^ C, et 
par conséquent 

Retranchant de part et d'autre ^ «9^ on obtiendra 

réduisant ensuite au même dénominatetirtous lestefmes 
de cette expression de zCIM, et prenant la moitié du 
résultat, il viendra ' 

ce qui donnera 

• cim:S::i+M'+c^2D:6dc). 
théorème. 

3oa. Sij /Mtf* les extrémités des portions correspond 
dantes de polygones réguliers j inscrites et circonscrites 
au même arCj on tire deux rayons j on formera deux seo^ 
teurs polygonaux qui, en tournant autour de l^un de ces 
rayons j engendreront des volumes dont la différence 
peut devenir aussi petite qu'on voudra, lorsqu^on mul- 
tipliera suffisamment le nombre des côtés des polygones. 

Fig.i5i* Z>^mo7M^ra^M}7j.Entirantle«rayonsi?0, C0,jf2^. i5i, 
on voit que te corps engendré par la figure abcdOy en 
tournant autour de l'axe aO , se compose de ceux 
qu'engendrent les triangles abO , bcO , cdO ^ et qù*il 
faut évaluer ^parement. Cela posé, si Ton abaisse sur 

(*) Les angles'/, M et Csont les angles mêmes du triangle spbé- 
riqné (ployez le Traité élémentaire de Trigonométrie et d'ap^ 
plieation de l'Algèbre à la Géométrie , cbàp. II). 
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aO la perpendiculaire è«, on reconnaîtra que la corde 
ab et le rayon Oby en tournant autour de aO^ engen- 
drent deux cônes ajant l'un et l'autre pour base' le 
cercle décrit par la perpendiculaire be : la somme de 
leurs volumes , ou le Tolume du corps engendré par le * 

triangle a60, ''sera donc exprimée par | aO x oerc. 5e 
(275). Cette expression, se transforaie en une autre o& 
ne se trouve plus le cercle be , en observant que l'aire 
du c6ne engendré par la corde ab a pour expression 

iaô X cire, be ( 27 1) ; mais on a aussi 

cei'c. ôf = JAtf X cire. 6« {i37) 
il résultera de li 

aire du cône ab l cerc. be ; ; J^x cire, be : ièJx cire, be, 

^^ :: ablbe, 

en divisant les deux termes du second rapport par | circ.^. 
Si maintenant on abài3se OJi^ perpendiculaire sur aè, 
et que l'on compare entre eux les triangles abe et ahO, 
scmblàblear, puisqu'ils sont rectangles l'un et l'autre , et 
qrfils ont de plus im angle commun enik, on obtiendra 
la proportion 

ab : be :: aO l Oh, 

oà ce trouve encore le rapport ah ^be-y ainsi 

aire du cône ab : cerc. be i: aO l Oh, 
et par conséquent 

ç 

. OÀ . , 
cerc. *c =—. X awe du cône aé. 

Par le moyen de celte expression, le volume du corps 
engendré par le triwigle a*0, et égal à ^^X cerc. **, 
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derîcndra 

/ J OA X aire du cône ab , 

d'oh il résulte que le volume d'un, corps décrit par lirt 
triangle qui tourne autour dé l'un de ses côtés^ a pour 
mesure le tiers de l'aire du cône engendré par l'un de ses 
deux autres côtés, multiplié par la perpendiculaire 
abaissée sur ce côté j de If angle opposée 

A l'égard du second triangle boO , il faut prolonger 
bc josqu'à la rencontre de tO ; et^ d'après ce qui pré- 
cède ^ le Tolume dii corps engendré par le triangle c/0 

étant ^ 0£X aire du cône et y tandis que celui du corps 

engendré parle triangle btO est \OiX aire du cône bt^ 
la différence de ces expressions^ ou la mesure du corps 
engendré par le triangle /;cO, sera Tisiblement égale à 

v^ OiX la différence entre Taire du cône c/et celle du cône 
bty différence qui est précisément l'aire du cône tronqué 
décrit par le côté bc. I^es mêmes raisonnemens prou- 
Ter aient aussi que le volume du corps engendré par le 

triangle cdO, est mesuré par 5 O/ X aire du o6ne trou.^ 
' que dçcrit par cç?. £n continuant ainsi de«proche en 
proche 9 et en c^bservant que les perpendiculaires Oh^ 
Gif 01^ etc. sont toutes égales^ on yoit que, quel que 
soit le nombre des côtés ab^ bcycd, etc. , le volume du 
corps engendré par le; secteur porjgonal abcdO, aura 

pour mesure ^ 0/X la somme des aires décrites par les 
côtés abybcy cdy etc. , somme qui n'est autre chose que 
Taire décrite JMir la portion de polygone abcd» 

En appliquant ce résultat au secteur polygonal cir« 
conscrit ABCDO ^ on trouvera que le volume du corps 

qu'il engendre est égal à \ OL X aire décrite par la por- 
tion de polygone ABCD\ et comme il a été prouvé (agS) 
que les aires décrites*par les portions correspondantes 
de polygones réguliers, inscrits et circonscrits , jieuvent 
s'approcher d'aussi près qu'on voudra , tandis q^e la 
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difiEèrence des apothèmes O^ et 01 diminue sans cesse, 
il en résulte évidemment que les Tolumes engendrés par 
le secteur polygonal inscrit et par le secteur polygonal 
circonscrit , correspondans , tendent aussi sans cesse 
▼ers l'égalité, et peuvent en approcher aussi près qu'on 
voudra. 

3o3. Corollaire, Il esit visible que le corps décrit par 
le secteur circulaire aLdO , et qu'on nomme secteur 
spJiériquej est moindre que le corps décrit par le sec- 
teur polygonal circonscrit, et plus grand que celui que 
décrit le secteur polygonal inscrit : il suit donc du théo- 
rème précédent, que la différence entre le volume du 
premier corps et celui de l'un quelconque des deux 
autres, peut être rendue aussi petite que Ton voudra, 
en multipliant suffisamment les côtés des polygones. 

THÉORÈME. 

3o4« Le volume <Vun secteur sphérîqiu est égal à 
Ivoire de la calotte sur la^[uelle il s^ appuie j multipliée 
par le tiers du rayon ^ et^ à ^SR^ S désignant cette 
aire, et'^le rayon, * 

Démonstration* Si P représente l'aire décrite par la 
portion de polygone circonscrit ^^CZ>, le Tolumedu 
corps engendré par le secteur polygonar^^Cj90 sera 

Py<^l'OL, ou \PR (3o2); 

nommant à l'ordinaire X la vraie mesure du volume du 
secteur sphériquei on aura les trois quantités ^PR^ 
\ SR et X, placées dans leç circonstances du n*^ 186, 
et Pon en conclura nécessairement Jir=^ SR. 

Il est évident que Ton connaît par ce résultat lé 
volun^ du secteur sphérique, puisque son aire S est 
celle 3e la calotte décrite par l'arc ad, 

5p5.,'i*' Corollaire: 11 suit de là que le volume de la 
sphère est égal à son aire multipliée par le tiers du 
rayon, puisque si l'on prend, au lieu de l'arc ad, le 
quart de la circonférence , pu a/», le secteur sphérique 

Géométrie, i4* édition. i4 



deTienclira égftl h ïa demi-spli^e , parce que le rayon mO,- 
perpenâkulaîre sur aO, décrira un plan qui partagera 
la sphère en deux également ; et l'on aura pour la 

moitié ou rhémîsphère supérieur, î 5 X ^ niO , en pre- 
nant S pour Taire de la sphère entière : réunissant les 

deux moitiés, le total 5 X i ttïO sera le Tolume de la 
sj^hère* 

L'aire de la sphère étant égale a quatre fois celle 
d'un de ses grands cercles, ou à quatre cercles , soa 
irolume deviendra f i2 X cercle, ou | D X cercle, c?est- 
à-dire que.^ volume de la sphère esp égal à V aire de son 
grarid cercle j multipliée par les deus tiers du diamètre* 

3o6. 2' Corollaire. Si l'on Toulait obtenir le yolume 
engendré par un secteur aOn, plus grand que le quart 
de cercle , on retrancherait de la sphère entière le sec- 
teur engendré par nOp , et égal à | mO X aire, de la 
calotte décrite par l'arc np ; la différence serait jttiO 
multiplié par la différence entre l'aire entière de la 
sphère et celle de là calotte dècrîlp par np, différence 
qui est l'aire décrite par l'arc amn, ou celle de la calotte 
qui sert de base au secteur proposé. 

So-j. 3* Corollaire, Le volume de la portion de sphère 
engendrée par le demi-segment cit^culaire aLdg, et que 
l'on nomme èegment sphérique^ s'obtiendra en retran- 
chant du volume du secteur sphérique décrit par le 
secteur circulaire aLdO, celui du cône décrit par le 
ttiiangle dgO, 

Quant au volume renfermé entre la zone engendrée 
par l'arc dLc et les plans que décrivent. les perpendi- 
culaires dg,cfy OVL l'obtiendra en retranchant le seg- 
ment sphérique décrit pat le demi- segment circulaire 
acfy de celui que décrit adg* . 
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DE LA iC0Ml>ARAIS0N DES CORPS RONDS. 

3o8. Les 4É^ps ronds semblables sont ceux qui sont 
engendrés par des figures semblables : tels sont les cônes 
SADB et SA'iyB', fig, i4i; engendrés par les triangles i^'ig. 14 1, 
semblables JCS , A'CS. 

Il suit du n? 26^ , que les côtés, les hauteurs et les 
circonférences des bases des cônes seinblaliles sont pro- 
portionnels , et que les aires de leurs bases sont (Qop)ii^e 
les quarrés de leurs lignes homologues. 

Les cylindres ADBA'D'B' et adbci d! h\ fig. i45,Fig.i45. 
engendrés par les rectangles sembUbles ACC A\ acc'a\ 
sont aussi semblables^ et la similitude de ces figures 
donnera epcore lès rapports égaux 

A A' : aa' :: AC X ac M cire, AC : cire, oc, 

AM\ ami :: AC \aç.\\ cçrc, AC \ cerc, où. 

Enfin , les cercles étant des figures semblables , les 
sp]4k*(e6 sont Vivm. cbs corps semblables. 

THÉORÈME. 

3og. Len airps des cônes semblafiles sont ccjfirne les 
quarrés des côtés de ces cônes ^ et leurs volumes comme 
les cubes de ces mêmes côtés.. 

Démonstration, i^. Si Pon multiplie par ordre les 
deux proportions 

cirp. AC : cire. A'C II AS l A'S^ fig. ^i, Fig.i4f. 
\ASMA'Sy.AS lA'S, 
il viendra 

Cas X cire. AC : {aFSx drc. A'C :: AS*: Al y 

proportion â<mt lies deux premiers termes exprimeot ks 
aires des cônes SADS et SA'D'0 <27i). 
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21**. Si Pon multiplie par ordre les deux proportions 
ccrc. JC : cerc, jfCi: ZiS^Ifti'S^y 

on aura 

ÇcSXeet%,JlC\\CSx,cetc.A'C :\'As\j!s\ 

prop(»>tion dont les deux premiers termes expriment les 
Yolumes des cônes proposés^ SADBy SAUff (375). 

THÉORÈME. 

3 10. LeB aires de deux çj'lindres semblables sont 
comme lesquarrés de leurs côtés j. et leurs volumes comme 
les ctibes. , 

Démonstration, i^. En multipliant par ordre4es deux 
proportions 

Fig.î45. cire. ACz drc. ac II A A' \ ad (3o8),y%^. xl^^y 
AA' : ad :: AA \aa'y 
il en résultera 

AA X cire. AC\ad>C. cire, ac \\ AA!\ad) 

proportion dont les deux premiers termes expriment les 
aires des cylindres proposés (280). 

2**. Si l'on multiplie par ordre les deux proportions 
cerc. AC\ cerccic :: AA^\ ad. (3o8), 

AA : ad :: aa : ad, 

on aura 

A A' X cerc. AC l ad X cerc. àc :: A A l ad, 

proportion dont les deux premiers termes expriment les 
Tolumes dès cylindres proposés (283). 
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3 1 1. Le^ aires de deux sphères sont comme les quarpés 
de leurs rayons ou de leurs diamètres, et leurs volumes 
comme les cubes de ces mimes lignes • 

Démonstration» Soient RetJf les rayons des sphères 
proposées 9 Z> et 2/ lears diamètres^ S et S' leurs aires ^ 
C et C les oirconlerences de leurs grands cercles; ; on 
aura,l^ 

C: C :: D : iXj 

multipliant cette proportion par la proporti<m éyidente 

Dijy ::D:iy, 

il viendra 

CD: CD' ::D^:D^*', 

or, CD et CD' désigne&t les aire&des sphères (agS): 
donc 

Sx S' :: /?* Mf^ 

en obsenrant que P =s 2jR et Z/ =s a^. 
a®. Si Pon multiplie par ordre les deux proportions 

S\S^ WR^ : jR'», 

\R\\R y.n :R, 

on aura 

'^RS: IR'S" :: r^ : «^ 

proportion dont les deux premiers termes expriment 
les Tolumes des sphères proposées (3o5) ; et comme 
R^ iX^ :: D^l D'\on aura pareiUement 

^RS: ^R'sr :: d^id'k 

Sia, Remarque, On compare ordinairement la sphère 
avec le cylindre circonscrit , c'esVà-dire avec le cylindre 
FGG'F^fig. i5o, dont les hases sont égales au grand Fig. i5o. 
cercle de la sphère OCCy et dont la hauteur FF* 
est égale au diamètre de cette même sphère. L'aîre de 

ce cylindre étant mesurée par FF* X cire. FC (280), / 
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est égale à celle de la sphferê (^98), puisque FF' =: CC, 
4^circ. FC«= cire* CO,- . ^ 

Le Tolume du mèaxe cylindre, exprimé par FF'x 
cerc. FC (283)^ étant comparé à celui de la sphère, 

i^esoré par | CC X cerc. CO (3o5.) , il m réauUe que 
ce dernier n'^sfc que les deux tier^ 46 T^iutré, 

3r3. Conclusion» Je n'ai donné dans ce qui pt^éoède 
que les propositions nécessaires à la mesure des'^airé^ et 
des Tolumes -, mais la manière d'efifectuer les multiplica- 
tions prescrites, par les énoncés oa f^ruvdes généraka, 
qui complète les règles du ipisé taatdes surfaces que dés 
corps, est suffisamment indiquée dans les art< via et 
suivaus du svvvhéMmT, ai^ Traité ^élémentaire cfjiriùh^ 
métiquej placé en lête du présent Ouvrage. Pour con- 
•nàttre la théorie des interseetîctm des plans %t des sur- 
faces courhes qui forme le Complément des ËlémeDi^ ée 
Géométrie envisagés -dàn^ toute léiui* étendue, les Lec- 
teurs pourront recourir aux. £ssaié dé Géométrie sur 
les plans et l^s suifaces courbes (<xu Ëlémeas de Géo- 
métrie deaçrip^e)» 6^ éditioi^ 

Quant aux corps réguliers, ou jpolyèdresr terminés 
par des polygones réguliers égaux formant des angles 
dièdres égaux, ils sont traités avec heaucoup de détail 
dans la Géométrie de M. T^egendre. Je me bornerai à 
n^tontrer ici que le nomhVe de ces Corps ne saurait sur- 
passer cinq , et qu'ils ne peuvent être formés que par 
des triangles équilatérau9( , ou des quarrés , ou des pen- 
tagones. Cela se voit en observant que puisque la somme 
des angles plans qui composent un a^agle polyèdre d6it 
être moindre que quatre droits (226) , on ne peut , «^vec 
trois hexagones seulement, former un angle trîèdre ; 
car la somme des trois angles plans serait alors égale à 
4|uatre droits (82): à plus forte raison ne saurait-on 
employer plus de trois hexagones ou des polygones d'un 
plus grand nombre de côtés. Il suit de là que l'on peut 
assembler trois, quatre on cinq triangleè é^ilatéraiiît 
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pour former chaque augle polyèdre , el seulement troît 
quarrés ou trois pentagones , ce qui fournit en effet 
cinq corps. 

Celui dont les angles sont triëdres et les faces trian- 
gulaires, est le tétraèdrB régulier j formé de quatre 
triangles équilatéraux, fig. iSa. Fig.iSa. 

Xà octaèdre régulier a ses angles tétraèdres , et est 
formé par huit triangks équilatéraux , ^. i53. Fig. 1 53. 

Vicoaaèdre a ses angles pentaèdres, et est formé par 
vingt triangles équilatéraux , j%. i54. Fig.ï54. 

V hexaèdre ou cubé a ses angles trifedres, et est formé 
par six quarrés égaux, ^. i55. Fig. 1 55. 

IjC dodécaèdre a aussi ses angles triëdres, et est formé 
par douze pentagones, ^^. 1 56. Fig. 1 56. 



ADDITION à la Note de la page g3. 

Cette incommensuraliilitë de la diagonale avec le côté du qnarre', 
h lamelle , par une exagération assez singulière, Platon (des Lois, 
livre 7 , vers la fin ) attachait une importance telle, qu'ail regardait 
comme indigne du nom d^homme celui qui Hgnorait, se tronirc 
deaiontrëe à la fin du diiâènic livre des Éiémens d'Eudide, erdans 
plusieurs des traités modernes. I 

Voici comment M. John Leslie l'établit, tn terminant le V» livre 
de ses Eléments of- G eometry. 

SoiC ABC y Jîg> 84*, un triangle rectangle isoscèle, moitié d^anFig-84* 
quarré; qu*OB porte le côté j4B sur la diagonale AC^ de CenE, 
qu^on tire BE^ et que, par le point E, on mène £i^ perpendiculaire 
sur AC, on verra que le triangle BEFest isoscèle ; car.si dies angVs 
droits CBFet CEF, on retranche les angles égaux CBE et CEB 
du triangle BEC, isocèle par construction, il reste les angles EBF 
et FEB égaux : donc EF^BF. De plus , Tangle BAC ou FAEj 
étant la moitié d'un droit , il en est de même de l'angle AFE : donc 
le triangle AEFcst isoscèle j par conséquent EF:= AE, et est<^AF, 
Ainsi Vexcès AE de la diagonale AC sur le câté AB est eontenu 
dans -ce c6té deux fois avec un reste. 

SoitlAH ce reste ; comme il est dans le triangle rectangle et isos- 
cèle AEFy ce qu'est ^i? dans le triangle ^jSC, il sera donc con- 
tenu dans AE dei^ fois avec un reste. Soit AL ce nouveau reste , et 
AHI\e triangle rectangle et isoscèle construit $ur AU comme cbié-^ 
le reste AL sera de même contenu dans AH deux fois avec un reste , 
et ainsi de suitc^ans que jamais l'opération puisse être terminée, 



^l6 ADDITION A LA KOTE DE LA PAGE 9S. 

quoique les restes aillent tonjoars ea décroissant : donc A Cet AB 
n'ont point de commune mesure* 
La suite des égalités 

AC^ AB-hAE, 
^AB^^AE-hAH. 

AE=%AH'^AL, 

etc., 
fournit des approximations du rapport de AC avec AB^ d'autant 
plus exactes qu'on la pousse plus loin, ou que le reste qu'on néglige 
est plus petit. Si c'est au reste AL que l'on s'arrête, on trouvera 

AH^iuiL, d'oh AB=ii^L, AC^i'jAL et 4&= "^ • 

Cette m^me suite conduit à une fraction continue d'une forme 
très remarquable. On a d'abord 

AC ,AE 

ab'-^'^ab'' 

puis on obtient 

AE AE \ . 



AB'^vlAE'^AM ^ AU' 

AU__ AH _ 1 
AE'^^AU^AL" _^AL* ♦ 

etc., 
en divisant les deux termes de la seconde fraction de chaque ligne, 
par le numérateur de cette fraction. 
De là on conclut facilement que 

d£^ î _^ 1 

AB"^ '■*" . AW'^'^ 



^-^AE 



et en général, 

AC _^ 
ÂB^"^ 



a + 



34- 



s+etç. , 

expression qui ne saurait jamais s^arréter, maïs qui , par le procédé 

indiqué en Arithmétique , donne les approximations successives 

3 7 17 41 99 

~> F* » ""» — * etc. , 

3 5 13 39 70 ' 

et qu'on trouve aussi dans le Complément des ÉÊmens d* Algèbre. 



FIN. 
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